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INTRODUCTION 



Soient K un groupe de Lie compact connexe et T un tore compact maximal de K 
d'algèbre de Lie t. On note X = K/T la variété de drapeaux associée à ces données 
(plus généralement, on s'intéressera aux variétés de drapeaux des groupes de Kac- 
Moody). 

La cohomologie équivariante des variétés de drapeaux a été décrite par Alberto 
Arabia dans [1] et Kostant et Kumar dans [22]. Dans [6], Bott et Samelson expliquent 
le lien entre la cohomologie ordinaire des variétés de drapeaux et celle des variétés de 
Bott-Samelson. L'idée initiale de ce travail était de mieux comprendre ce lien dans le 
cadre de la cohomologie équivariante. 

Soit T une variété de Bott-Samelson, et soit g : T — » X l'application naturelle de T 
dans la variété de drapeaux X. Le tore compact T agit sur T et AT, et l'application g 
est T-équivariante. On calcule les restrictions aux points fixes d'une base de la coho- 
mologie T-équivariante de T (on fait ce calcul plus généralement pour toute tour de 
Bott), et on décrit la structure multiplicative de H^(T). En explicitant le morphisme 
g*, on retrouve une base de H^(X). 

La même stratégie nous permet d'expliciter une base de la if-théorie T-équivariante 
de T et d'en déduire des résultats sur Kt(X). 

Grâce à ces résultats en cohomologie équivariante, on donne une méthode de calcul 
des constantes de structure de H^(X) (calcul de Schubert équi variant) . 

Dans le chapitre 1, on fixe les notations sur les variétés de drapeaux d'un groupe 
de Kac-Moody. 

Dans le chapitre 2, on rappelle les définitions et les résultats de [20] sur les tours de 
Bott et leur lien avec les variétés de Bott-Samelson. Les tours de Bott sont des variétés 
toriques particulières munies de l'action d'un tore D. Une variété de Bott-Samelson 
T munie de l'action du tore T peut être vue comme une tour de Bott Y, et l'action de 



T sur r s'identifie à celle d'un sous-tore de D sur Y. On définit des décompositions 
cellulaires de ces variétés, et on précise le lien entre les variétés de Bott-Samelson et 
les variétés de Schubert X w , indexées par les éléments w du groupe de Weyl W. 

Le chapitre 3 est consacré à la cohomologie. On calcule les restrictions aux points 
fixes d'une base de la cohomologie Z?-équivariante des tours de Bott (théorème 3.2.3), 
et on commence à décrire la structure multiplicative de ces algèbres (théorèmes 3.2.5 
et 3.2.6). Par restriction, on obtient des résultats similaires pour la cohomologie T- 
équivariante des variétés de Bott-Samelson (théorèmes 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.5). Grâce à 
ces résultats et à la description du morphisme g* , on retrouve l'expression des restric- 
tions aux points fixes de la base {è, w } W £\v de H^(X) (théorème 3.4.2) démontrée par 
Sara Billey dans [5]. 

Le chapitre 4 est consacré à la K-théorie. On construit une base de la K-théorie 
D-équivariante des tours de Bott, et on explicite les restrictions aux points fixes 
des éléments de cette base (proposition 4.2.1 et théorème 4.2.2). Par restriction, on 
obtient une base de la K-théorie T-équivariante des variétés de Bott-Samelson (propo- 
sition 4.3.1 et théorème 4.3.2). Ces résultats et la description du morphisme g* nous 
permettent de calculer les restrictions aux points fixes de la base {ip w } w ew de Kt(X) 
définie par Kostant et Kumar dans [23] (théorème 4.4.5). Dans le cas fini, on explicite 
la matrice de changement de base entre {ip w } W £w et la base {*[C^]}«igm / de Kt(X), 
où [Ox~ ] est défini à partir du faisceau structural de X w , et où * désigne la dual- 
ité en if -théorie induite par la dualité des fibres vectoriels (théorème 4.5.4). Dans la 
section 4.6, on explique le théorème 4.4.5 à l'aide des algèbres de Hecke. 

Dans le chapitre 5, on précise la structure multiplicative de la cohomologie T- 
équivariante des variétés de Bott-Samelson (théorème 5.2.2), et on en déduit une 
formule pour calculer les constantes de structure de H^(X) (théorème 5.3.1), i.e. les 
polynômes p™ v € S*(tJ) vérifiant : 

Pour calculer ces polynômes p™ v , on envoie H^,(X) dans H^(T) où les multipli- 
cations sont plus faciles. Le théorème 5.3.1 généralise la formule donnée par Haibao 
Duan pour la cohomologie ordinaire [12]. 

Je remercie Alberto Arabia de m'avoir fait comprendre la structure des variétés de 
Bott-Samelson et de leur cohomologie. 

En rédigeant les textes [30], [29], et [31] qui donnent une partie des résultats des 
chapitres 3 et 4, j'ai eu connaissance de résultats de William Graham qui prouve le 
théorème 4.4.5 grâce à d'autres méthodes dans la prépublication [19]. 
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CHAPITRE 1 



PRÉLIMINAIRES ET NOTATIONS 



1.1. Algèbres de Kac-Moody 

Les définitions et les résultats qui suivent sur les algèbres de Kac-Moody sont 
exposés dans [16] et [25]. Soit A = (dij)i<ij< r une matrice de Cartan généralisée 
(c'est-à-dire telle que au = 2, — G N si i ^ j, et cnj = si et seulement si ajt = 0). 
On choisit un triplet (f),7r, 7r v ) (unique à isomorphisme près), où f) est un C-espace 
vectoriel de dimension (2r — rg(^4)), ir — {cti}i<i< r G f)*, et ir v = {/ii}i<i< r C f) 
sont des ensembles d'éléments linéairement indépendants vérifiant ctj{hi) — aij. On 
notera aussi In par ol( . L'algèbre de Kac-Moody g = g(A) est l'algèbre de Lie sur C 
engendrée par f} et par les symboles a et fi (1 < i < r) soumis aux relations [f), f)] = 0, 
[h, ei] = ai(h)ei, [h, fi] — —ai(h)fi pour tout h S f) et tout 1 < i < r, [ei,fj] = hjhj 
pour tout 1 < i, j < r, et : 

(ade,) 1 ""- (e,) = = (ad/,) 1 -"- (/,) VKi^j<r. 

L'algèbre i) s'injecte canoniquement dans g. On l'appelle la sous-algèbre de Cartan 
de g. On a la décomposition suivante : 

= f)8 Y, (0«® £>-«)> 

a£A + 

où pour A G f)*, Q\ = {x E g tels que [h,x] — \(h)x,Vh G i}}, et où on définit A+ 
par A+ = {a G X«=i ^cti tels que a ^ et g a =/= 0}. On pose A = A+ U A_ où 
A_ = — A + . On appelle A + (respectivement A_) l'ensemble des racines positives 
(respectivement négatives). Les racines {ai}i<i< r sont appelées les racines simples. 
On définit une sous-algèbre de Borel b de g par b = f) (B J2ae A + Sa- 

Au couple (fl,()), on associe le groupe de Weyl W G Aut(f)*), engendré par les 
réflexions simples {si}i<i< r définies par : 



VA g f)*, fli(A) = A - X(hi)ai. 



Si on note S l'ensemble des réflexions simples, le couple (W, S) est un système de 
Coxeter. On a donc une notion d'ordre de Bruhat qu'on notera u < v et une notion 
de longueur qu'on notera l(w). On notera 1 l'élément neutre de W et dans le cas fini 
(i.e. W fini g de dimension finie), on note wo le plus grand élément de W. 

On obtient une représentation de W dans h, par dualité. Plus précisément, pour 
tout 1 < i < r, on a : 

Mh G f), Si(h) = h - ai(h)hi. 

Le groupe de Weyl préserve A. On pose R — Wtt, c'est l'ensemble des racines 
réelles. On pose R + = RC\ A + , et pour (3 — mai G R + , on pose sp = wSiW -1 G W 
(qui est indépendant du choix du couple {w, ai) vérifiant (3 = wai) et /3 V = whi G f). 

Pour (v,w) G W 2 , on note v — ► w si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) il existe j3 G R + tel que w = vsp, 

(ii) l(w)=l(v) + l, 

et pour un tel couple, on pose f3(v, w) — (3 (cette racine est bien uniquement déter- 
minée par la donnée de v et de w) et P v (v 1 w) — /3 V . 

Pour tout élément w de W, on définit l'ensemble A(w) des inversions de w par 
A(w) = A+ nto -1 A_. 

On fixe un réseau f)z C ï) tel que : 

(i) f) Z ® z C = ïj, 

(m) /ii G f)z pour tout 1 < i < r, 

(iii) fjz/ Si=i est sans torsion, 

(w) Oj G f)J = Hom([}z,Z) (G f)*) pour tout 1 < i < r. 

On choisit des poids fondamentaux pi G f)| (1 < i < r) qui vérifient Pi{hj) = ôij, 
pour tout 1 < i,j < r. On pose p = X)[=i Pi- 

1.2. Groupes de Kac-Moody et variétés de drapeaux 

On note G = G (A) le groupe de Kac-Moody associé à g par Kac et Peterson dans 
[17]. On notera e l'élément neutre de G. Dans le cas fini, G est un groupe de Lie 
semi-simple complexe connexe et simplement connexe. On note H G B G G les sous- 
groupes de G associés respectivement à [) et b. Soit K la forme unitaire standard de 
G et T — K n H le tore maximal de K associé à I}. On notera t G f) l'algèbre de Lie 
de T. Les racines a% et les poids fondamentaux pi appartiennent à ii* 

Soit Nq(H) le normalisateur de H dans G, le groupe quotient Nq(H)/H s'identifie 
à W. On pose X = G/B = K/T. C'est une variété de drapeaux généralisée. On 
fait agir H sur X par multiplication à gauche, ce qui induit une action de T sur X. 
L'ensemble des points fixes de T dans X s'identifie à W. Pour toute racine simple a, on 
note G a le sous-groupe connexe de G associé à la sous-algèbre de Lie 0- Q ©f)©0 Q C g et 
on pose K a = KnG a . Pour w G W, on définit C(w) — BUBwB et pour toute racine 
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simple a, on définit le sous-groupe P a de G par P a = C(s a ). Le groupe K a C P a 
est un sous-groupe compact maximal de P a et K a f] B = T. On a la décomposition 
de Bruhat G = \_\ weW BwB et si on pose X w = BwB/B, X = \_\ weW X w . Pour 
tout w G W, la cellule de Schubert X w est isomorphe à R 2 ^" 1 '. On obtient ainsi une 
décomposition cellulaire T-invariante de X où toutes les cellules sont de dimension 
paire. 

Pour tout w <G W, la variété de Schubert X w est l'adhérence de la cellule X w . 
C'est une sous-variété irréductible et T-invariante de X de dimension réelle 21 (w). 
Les variétés de Schubert ne sont pas lisses en général. Pour tout w € W, on a : 

X w = | | X w i . 

w' <w 



1.3. Le monoïde W_ 

On définit le monoïde W_ comme le monoïde engendré par les éléments {Sj}i<j<r 
soumis aux relations sf = s, et aux relations de tresses de W : 




si nu. 



où rriij est l'ordre de SiSj 

D'après l'étude générale des algèbres de Hecke (voir [21]), l'ensemble W_ s'identifie 
à l'ensemble W. Pour un élément w de W, on notera w l'élément correspondant dans 
W défini par w = s il ---s i si w = ■ ■ ■ s i[ est une décomposition réduite de w, et 
pour v G W, on notera v l'élément associé dans W. 

Dans W, on a les relations suivantes : 



(1) 
(2) 



W. Si = ws i S1 ws i > w i 

WSi = w si wsi < w. 

^w — SjW si SiW > w, 

s w — w si SiW < w. 
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CHAPITRE 2 



TOURS DE BOTT, VARIÉTÉS DE BOTT-SAMELSON ET 
VARIÉTÉS DE SCHUBERT 



Soit N > lun entier naturel. On pose £ — {0, 1}^. Pour e = (e\, €2, ■ ■ ■ , ejv) G £, on 
note 7r + (e) l'ensemble des entiers i G {1,2, ... , N} tels que ej = 1 et 7r_(e) l'ensemble 
des entiers i G {1,2, .. . ,N} tels que = 0. On appelle longueur de e, notée l(e), 
le cardinal de 7r + (e). Pour 1 < i < N, on note (i) G £ l'élément de £ défini par 
= On définit l'élément (1) de £ par (l)j = 1 pour tout j. On munit £ d'une 
structure de groupe en identifiant {0, 1} avec Z/2Z. Pour tout entier 1 < n < N, on 
pose (n) = (1) + (2) + • • • + (n) E £. 

On définit un ordre partiel sur £ par : 

e < e' <S=> 7r + (e) C 7T + (e')- 



2.1. Tours de Bott 

Les définitions et les résultats des sections 2.1.1 et 2.1.2 sont exposés dans [20]. 



2.1.1. Définition. — Les tours de Bott sont des variétés complexes compactes et 
lisses construites de la manière suivante : 

Soit L2 un fibré en droites holomorphe sur CP . On pose Y2 = P(l © L2), où 1 est 
le fibré en droites trivial au dessus de CP 1 . La variété I2 est un fibré au dessus de 
Y\ = CP 1 de fibre CP 1 ; c'est une surface de Hirzebruch. On peut itérer ce processus 
à l'aide de fibrés en droites notés L2,L3, . . . , Ljv. A chaque étape, la variété Yj est 
un fibré au dessus de ij-i de fibre CP 1 . On obtient alors le diagramme suivant (où 



pour tout 2 < j < N, Lj est un fibré en droites au dessus de Yj-i) : 

P(l © L N ) = Y N 

Yiv-i 

P(1©L 2 ) = Y 2 

l 71-2 

CP 1 = Yi 
{un point} = Y 

A chaque étape, on a deux sections particulières s° : ij-i — > lj et s|° : — > î"j 
définies par s°(x) = (x, [1,0]) et sf(x) = (x, [0, 1]). 

Par définition, une tour de Bott de dimension N est une famille {Yj,TTj, s®, Sj°}i<j<N 
issue d'un diagramme du type précédent. 

On dit que deux tours de Bott {Yj, irj, s°, Sj°}\<j<N et {Y' 'j,Tr' j,s' j,s'°°}i<j<N 
sont isomorphes s'il existe N difféomorphismes holomorphes {Fj : Yj — > Y'j}i<j<N 
qui commutent avec les applications nj, Sj, s|° et ir'j, s'®, s'°°. 

Exemple 2.1.1. — CP 1 x • • • x CP 1 (N fois) est une tour de Bott de dimension TV. 

2.1.2. Classes d'isomorphisme des tours de Bott. — On se donne une 
liste d'entiers C — {cj >: ,}i<i<j<jv. On considère muni de sa base canonique 
(ei, e 2 , . . . , ejv), et on définit N éléments v\, v 2 , ■ ■ ■ , fjv de 1* par les formules 
suivantes : 



vn = — ejv, 
vn-i = — ejv-i — cjv-i,jvejv, 

= -ei-ci i2 e 2 ci tN e N . 

On définit l'éventail Se de M w comme la réunion de tous les cônes engendrés par 
les vecteurs de sous-ensembles A de {ei, e2, . . . , ejv, v\,V2, ■ ■ ■ , vn} tels que si a e A, 
alors ^ A. On note alors Yc la variété torique associée à l'éventail Se (voir [10], 
ou [3] chapitre 6), c'est-à-dire le quotient de (C 2 \ (0, 0)) N par l'action à droite de 
(C*)^ où le i-ème facteur de (C*)^ agit sur (C 2 \ (0, 0))^ par : 

(zi,Wl, . . . , Zi-l,Wi-l, Zi,Wi,Zi+l,Wi+l, ...,ZN, WN)ai = 

(z 1 , wi, . . . , Zi-i,Wi-i, Zidi^Widi, z i+ i,w i+ ia^ ,t+1 , . . . , z N ,w N a1 z,N ). 
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On obtient ainsi une variété complexe de dimension N. La variété Yc est compacte 
car l'éventail Se est complet dans M. N (i.e. la réunion des cônes de Se est égale à 
et lisse car l'éventail Se est régulier (i.e. les cônes de Se sont engendrés par 
des éléments du réseau Z N C R N qui peuvent être complétés en une base de Z N ). 

On notera [zi, wi, . . . , zn, wn] la classe de {z\, wi, . . . , zn, wn) dans Yc- 

Soit e G S. On note {i\ < i<i < ■ ■ ■ < ik} les éléments de 7r+(e). On définit alors 
une liste d'entiers C(e) = {<ii,j(e)}i<i<j<fc par rf; ;TO (e) = Ci u i m . En particulier, pour 
tout entier 1 < n < N, on pose C n = C((n)) = {cj ; j}i<j<j< n . 

Pour tout 2 < n < N, Yc n est un fibre au dessus de Yc n _ 1 de fibre CP 1 . 
En effet, on définit un fibré en droites L(C„_i, ci,„, C2, n , ■ • ■ , Cn-i .n) sur Yc n _ 1 par 
L(C„_i, Ci i7 j, C2 <n , ■ ■ ■ , c n -i >n ) = (C 2 \ (0, 0))™ _1 X(c»)n-i C, où le i-ème facteur de 
(C*)™" 1 agit par : 

((zi,wi, . . .,z n -i,w n -i),v)ai = ((21,101, . . . ,z n -i,w n -i)ai,a^' ,n v). 

Ici l'action de a, sur (zi,wi,... , z n -\, w n -\) est donnée par : 

(zi,wi, . . . ,Zi-i, Wi-!,Zi, Wi,z i+ i,w i+ i, . . . ,z n -i,w n -i)ai = 

(21, toi, • • • , Zi-i,Wi-i, Ziai,Wiai, z i+1 ,w i+ ia^' i+1 , . . . , z„_i, tOn-iaf'" -1 ). 

On vérifie immédiatement qu'on a bien P(l © L„) = Yc n , où 1 désigne 
le fibré en droites trivial au dessus de Yc n _ lt et où on note L„ au lieu de 
L(C n _i,ci,„, C2,n, • • • , Cr»-i,n). Si on définit 7r„ : Y Cn — » Yc n _i par 

W„]) = [zi,Wi,...,Z„_i,W„_i], 

la variété Yc est alors construite à l'aide de fibrations successives de fibres CP 1 selon 
le diagramme suivant : 

P(10L JV )= Y Cn =Y c 
I n N 

P(18L 2 )= Y C2 

cp 1 = y Cl 

{un point} = Yq 

Si on définit s° : Yj-i —> Yj et s°° : Yj_\ —> Yj comme dans la section précédente, 
alors la famille {Yc, > ^j; s ° , s j°}i<j<Ar est donc une tour de Bott de dimension TV, et 
on obtient ainsi une application : 

(4) i J N (. N - 1 )/ 2 _> { classes d'isomorphisme de tours de Bott de dimension N}, 
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qui à C € Jj N< < N !)/ 2 associe Yc, et pour toute tour de Bott Yc dans l'image de 4, 
une application : 

(5) 1j N — > { classes d'isomorphisme de fibrés en droites holomorphes sur Yc}, 

qui à (mi,m 2 , . . . , mjv) G associe le fibre L(C, mi,m 2 , . . . , mjv) sur Yc- 
Le résultat suivant est alors prouvé dans [20] : 

Proposition 2.1.2. — Les applications 4 et 5 sont des bijections. 

Remarque 2.1.3. — Dans la proposition précédente, il s'agit de classes d'isomor- 
phisme de tours de Bott et non de variétés complexes ayant une telle structure. Par 
exemple, pour tout entier k, les tours de Bott Y^y et ^{-fc} représentent la même 
variété complexe. 

Dans toute la suite on suppose donnée une liste d'entiers C et on note Y (au lieu 
de Yc) la tour de Bott associée à C. 

On fait agir D c = (C*) N (d'algèbre de Lie d c ^ <C N ) sur Y par : 

(e Al (d) , e A2 W , . . . , e A ~ W ) [ Zl , Wl , z 2 , w 2 , . . . , z N , w N ] = 
[z 1 ,e- Xl ^w 1 ,z 2 , e~ x ^w 2 , ...,z N , e'^ww], 
où Ai € C est définie par Xi((di,d 2 , . . . , c£jv)) = di. 

Soit S 3 — {(z,w) <E C 2 : \z\ 2 + \w\ 2 = 1}. La variété Y s'identifie au quotient de 
{S 3 ) N par (S* 1 )^ où l'action de (S 1 )" sur (S* 3 )^ est donnée par la formule 3. 

L'action de De sur Y induit une action de D — (S 1 ) 1 ^ (d'algèbre de Lie ~ iR N C 
Oc) sur Y. Les Ai sont dans id* . 

2.1.3. Décomposition cellulaire. — On définit une décomposition cellulaire de 
Y indexée par £ de la manière suivante : 

Pour e £ £, on note Y t C Y l'ensemble des classes \z\, w\, . . . , zpj, wn] qui vérifient 
pour tout entier i compris entre 1 et N : 

( Wi = si €i = 0, 
\ Wi ^ si Ci = 1. 

On vérifie immédiatement que cette définition est bien compatible avec l'action 3 
de {C*) N sur (C 2 \(0,0)) JV . 

Pour e ê f et 1 < /c < Z < N, on pose : 



Ck,l(e)= (-^^o^iCii^---^- 

i — k < ii < - - - < i m — l 
m > 0, ij G 7T_)_ (e) 

Pour e <G S et z G {1, 2, . . . , AT}, on définit A»(e) G û£ par : 
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Ai (e) = (-ir +1 (A i + Yl c iÀ^j), 

j<i,jeir + (e) 

où, par convention, ^ = 0. 

On démontre alors facilement la proposition suivante : 

Proposition 2.1.4- — 

(i) Pour tout e G £ , Y e est un espace affine complexe de dimension l(e) stable sous 
l'action linéaire du tore De. 

{ii) Pour tout ee£,T c = U e ><e Y e , . 

(iv) Pour tout e G £, la sous-variété Y e s'identifie à la variété Yc(t) e t es t donc 
une sous-variété irréductible lisse de Y . 

De plus, nous allons avoir besoin du lemme suivant dont la démonstration est 
immédiate. 

Lemme 2.1.5. — 

(i) L'ensemble Y D des points fixes de Y sous l'action de D est constitué des 2 N 
points : 

[zi,wi,z 2 ,w 2 , ■ • • ,z N ,w N ], où (zuWi) G {(1,0), (0, 1)}. 
On identifiera donc Y D avec £ en identifiant (1,0) avec et (0, 1) avec 1. Le point 
fixe e G Y D est l'unique point fixe de Y e . 

(ii) Soit (e,e') G £ 2 , alors : 

e G Y^ ^ e < e', 

et dans ce cas si on note l'espace tangent à Y e ' en e, les poids de la représentation 
de D dans T f e , induite par l'action de D sur Y sont les {Ai(e)}i e7r+ (y) . 

2.2. Variétés de Bott-Samelson 

On utilise les notations du chapitre 1. 

2.2.1. Définition. — Considérons une suite de TV racines simples . . ., fiN non 
nécessairement distinctes. On définit : 

r(m,...,n N ) = x B P^ x B ■■■ x B P^/B, 
comme l'espace des orbites de B N dans P M1 x P M2 x • • • x P^ N , sous l'action à droite 
de B N définie par : 

(3i,32, ■ • ■ ,9N){h,b 2 , ...,b N ) = (g 1 b 1 ,b^ 1 g 2 b 2 , . . . , b^ffArbiv), h G B, g l e P w . 
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On obtient ainsi une variété projective irréductible et lisse. On notera [gi, g 2 , . . . , gjq\ 
la classe de (gi,g 2 , ■ ■ ■ ,5jv) dans . . . ,/iAr). On note g fli € P Mi un représentant 

quelconque de la réflexion de Np^. (H) /H ~ Z/2Z. 

On définit de même Y K (ni, . . . , /ijv) comme l'espace des orbites de T N dans K /Jil x 
x • • • x K jlN , sous l'action à droite de T N définie par : 

(ki,k 2 , . . . , k N ){t\,t 2 , ■ ■ ■ ,t N ) = (kiti,t^ 1 k 2 t 2 , ■ ■ ■ , i^xfcjvijv), U G T, k t G 

Les inclusions .K^ C P Mi et T C B induisent une application : 

i : . . .,n N ) r(/ii, . . . ,/Ujv). 

Comme pour tout i les inclusions C P tli et T C B induisent un isomorphisme 
de variétés C°° : K^JT = P^/B, l'application i est un isomorphisme de variétés 



On notera la variété r( / ui, . . . , /j,n) par T lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté. 
On définit une action à gauche de B sur T par : 

%i,S2, • • - ,0iv] = [6.9i, ff2, • ■ • ,5iv], beB, g,e P^. 
Par restriction, on obtient ainsi une action de H et de T. 

2.2.2. Décomposition cellulaire. — Pour e £ £, on note r e C T l'ensemble des 
classes [<?i, 172, ■ • ■ , 5jv] qui vérifient pour tout entier z compris entre 1 et AT : 



On vérifie immédiatement que cette définition est bien compatible avec l'action de 



'OC 




B N . 



Pour e G £ et 1 < z < N, on définit : 



1 < k < i, 
k e 7r + (e) 



où, par convention, = 1. On pose u(e) = vat(ê). 



Pour i < j, on définit également : 



i <k <j, 

k e 7T + (e) 



Ce sont des éléments de W. 



De plus, on pose cti(e) = Vi(e)fii, c'est une racine. 
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On définit de même : 

v(e)= Il 

1 < k < N, 
k e 7r + (e) 

On démontre alors facilement la proposition suivante : 

Proposition 2.2.1. — 

(i) Pour tout e G £, T e est un espace affine complexe de dimension l(e) stable sous 
l'action de B, et cette action induit une action linéaire du tore H sur T e . 

(ii) Pour tout e G £, T e — II e /< e IV. 

(m) r = U e6£ r £ . _ 

(iv) Pour tout e G £, T e s'identifie à la variété T(^i,i G 7r + (e)) et est donc une 
sous-variété irréductible lisse de T. 

Remarque 2.2.2. — Dans [15], Stéphane Gaussent définit d'autres décompositions 
cellulaires des variétés de Bott-Samelson. 

Soit r T l'ensemble des points fixes de T dans T, on peut identifier T T avec £ grâce 
au lemme suivant : 

Lemme 2.2.3. — 

(i) L'ensemble T T est constitué des 2 N points : 

[fl'i,52 1 - •■ ,ffiv], où gi G {e,g w }. 

On identifiera donc T T avec £ en identifiant e avec et avec 1. 

(ii) Pour tout e G £, le point fixe e est l'unique point fixe de T e . 

2.2.3. Une autre structure complexe. — On va définir une structure complexe 
sur (/zi, . . . , ^jv) différente de celle déduite de l'isomorphisme de variétés C°° entre 
T K (ni, . . . ,^jv) et r(/Ui, . . . , /j,n). Cette structure permettra d'identifier les variétés 
de Bott-Samelson à des tours de Bott en tant que variétés complexes. 

La projection b — > f) induit un homomorphisme de groupe de Lie O : B — > H. On 
définit alors T°°(fii, . . . , /ijv) comme l'espace des orbites de B N dans P Ml x P^ 2 x • • • x 
P^ N , sous l'action à droite de B N définie par : 

/ g x (5i,52, ■ • -,gN)(bi,b 2 , ...,b N ) = 

(g 1 b 1 ,e(b 1 )- 1 g 2 b 2 , . . . ,e(67v-i) _1 .9iv6jv), h G B, gi G P w . 

Comme précédemment, la variété r°°(//i, . . . , /Ujv) est isomorphe (en tant que 
variété C°°) à T K (pi, . . . , /Ltjv) et donc aussi à T((j,i, . . . , /i/v)- On fait agir H sur 
r°°(/zi, . . . ,/ijv) de la même manière que sur r( / ui, . . . , /Ujv) 
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2.2.4. Les variétés de Bott-Samelson sont des tours de Bott. — Pour iden- 
tifier les variétés de Bott-Samelson à des tours de Bott, on procède par récurrence sur 
N > 1. 

Pour N = 1, on va expliciter un isomorphisme entre et X = CP 1 . On note k G 

{1,2,..., r} l'indice tel que \x — au- On définit alors un homomorphisme st(2, C) — ► p p 

/0 1\ /0 0\ , / 1 \ , n , . 

en envoyant I ^ sur et, I ^ I sur et ^ -1 / SUr obtient 

ainsi un homomorphisme SL(2, C) — ► P M et un difféomorphisme holomorphe : 

SL(2,C)/B SL (2,c) = PJB, 

où B$l(2,c) désigne le sous-groupe de SL(2, C) des matrices triangulaires supérieures. 

De plus, l'application ^ ^ ^ i— > [a, c] définit un difféomorphisme holomorphe : 

SL(2,C)/B SH 2,c) = CP 1 . 
On obtient ainsi bien un difféomorphisme <jf^ : = CP 1 . 

On montre maintenant que r°° (/xi , /i2 , ■ ■ ■ , Un) peut s'écrire P(l © Lat) où Lat est 
un fibré en droites sur r°°(/ii, /12, . . . , Hn-i)- 

On note C MN l'espace vectoriel C muni de l'action de B triviale sur la partie 
unipotente de B et définie pour h G H par la multiplication par e^ N (h). On munit 
C MJV d'une action de B w_1 en faisant agir seulement la dernière composante de B N ^. 
On pose alors Lat = (P/^i x Pp 2 x • • • x P MN _ 1 ) x B w-i C MN , où l'action de B N_1 sur 
-Pjui x P M2 x • • • x P fJ , N _ 1 est donnée par l'équation 6 (en remplaçant iV par TV — 1). 

On a alors : 

P(l © Ljv) = (P m x P M2 x • • • x P MJV _J x sN -! P(C © C MJV ) 

et : 

r°°(/Ul,/"2,---,/"Jv) = X P M2 X ••• X P^.J X B iV-i (P MJV /P), 

où l'action de P^ -1 sur P M1 x P p2 x • • • x P flN _ 1 est donnée par l'équation 6 (en 
remplaçant N par AT — 1), et où (£>i, 62, • • • , &iv-i) G P^ 1 agit sur P^ N / B par 
multiplication à gauche par (0(&at-i)) _1 . 

Il suffit maintenant de trouver un difféomorphisme holomorphe P Ar_1 -équivariant 
entre P^ N / B et P(C © C^ N ). Comme seule la dernière composante de B N_1 agit sur 
P MJV /P et sur P(C©C MN ), et comme la partie unipotente de cette dernière composante 
agit trivialement sur P MJV /P et sur P(C©C MN ), il suffit de trouver un difféomorphisme 
P-équivariant : P^ N / B — > P(C © C MAr ), où h G H agit sur P MJV /P par multiplication 
à gauche par et sur P(C © C MN ) par multiplication de la deuxième composante 
par e^ JY (/i). On montre facilement que le difféomorphisme (jfj? N convient. 

On a ainsi identifié les variétés de Bott-Samelson à des tours de Bott et le résultat 
suivant, prouvé dans [20], nous donne la liste d'entiers associée à cette construction : 
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Proposition 2.2-4- — La construction précédente définit un difféomorphisme holo- 
morphe c/) 00 entre T°°(/j,i, jj,2, ■ ■ ■ , Miv) et la tour de BottYc, avec C — {cj t k}i<j<k<N , 
où Cj.h est défini par Cj^ — fik(l^j)- 

La liste C est donc un ensemble de nombres de Cartan dépendant du choix de la 
suite /Ui,/i2, • • • , Un- 

Soit t : cï^ — ► f)* l'application définie par r(Aj) = /Xj. Elle envoie S* dans t*. Soit 
s* C t* l'image de 5* par r et soit s c C f)* l'image de d c . On a les deux suites suivantes 
(où les premières flèches sont surjectives et les deuxièmes injectives) : 

d* s* c >- t* , 

On en déduit la suite suivante sur les tores complexes : 

// S c D: . 

On continue à noter 7 le morphisme de H dans De ainsi défini. 
On a alors la suite suivante sur les tores compacts : 

T S c — ■ 

L'action de h £ H sur r°° étant donnée par la formule : 

h[gi,g 2 ,...,gN] = [hg-jT 1 , hg 2 h~ 1 , . . . , , hg N h~\ 
le tore H agit sur r°° via son image Se- De plus, d'après la construction de c/) 00 : 

V(h, x)eHx T 00 , <t>°°{hx) = 7 (/i)0°°(x), 
et l'action de H sur T°° s'identifie donc à celle d'un sous-tore de De sur Yc- 

On note <fi : T — > Yc l'isomorphisme (de variétés C°°) induit par (f)°° . On vérifie, 
grâce à la construction de 4>°° , que (j> envoie r e sur Y e et le point e S T T sur le point 
eeY D . 

Le tore T agit sur F via son image S, et on a : 

V(t,x) G T x T, (j>{tx) = j(t)<j)(x). 
L'action de T sur T s'identifie donc à celle d'un sous-tore de D sur Yc- 

Remarque 2.2.5. — L'action holomorphe de De sur T°° ne définit pas en général 
une action holomorphe de De sur T. 
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2.3. Variétés de Bott-Samelson et variétés de Schubert 

Soit fj,i, . . . , jj,N une suite quelconque de N racines simples. On définit une 
application <? Mll ... jA1JV de T(fii, . . . , /Ujv) dans X par multiplication (c'est-à-dire 
gm,...,n N ([91, ■ ■ ■ 7 9n]) = gi *• • -*9n [B], où * désigne la multiplication dans le groupe 
G). Cette application est T-équivariante. Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 2.3.1. — Soit fi\, . . . , fiN une suite quelconque de N racines simples et soit 
w = • • • Sfi N , alors l'image de l'application g^,...,^ est égale à X w . 

Démonstration. — On pose -X^i,...,^ = 9hi,...,hn(^(^1i ■ ■ ■ > Mjv))- Les variétés T 

étant compactes, X^ t llN est fermée. 

Pour démontrer ce lemme, on utilisera les relations suivantes, valables pour tout 
v S W (voir [25], chapitre 5 sur les systèmes de Tits) : 

f C{si)C(v) = C(s l v) si SjV > v, 

[ ' { C( Si )C{v) = C(v) U C(siv) si s,v < v. 

On a en particulier : 

f C{s l v) C C(si)C(w) si SiW > v, 
{ C(v) C C( Sl )C(v) si Siî ; < -y. 

En utilisant ces dernières relations et les relations 2, on constate que BwB C 
C(w) c Pfj,i Pfj,2 ' ' ' BfiN , et on a donc X w C , d'où X„, C -X^i,... l([ t N ■ 

Pour démontrer l'inclusion réciproque, on procède par récurrence sur N . Le résul- 
tat étant trivial pour N = 1, on le suppose vrai pour toute suite de N — 1 racines 
simples. On note w' l'élément de W tel que u/_ — s^ 2 ■ ■ ■ s^ N . Par hypothèse de 
récurrence P^P^ ■ ■ ■ P^ N C \J V < W > BvB. Il suffît donc de montrer que pour tout 

v<w',C( Slil )C(v)cU u < w BuB ~ 
Distinguons deux cas. 

Tout d'abord si s^w' > w' , alors, d'après les relations 2, w = s^w' et le résultat 
est alors une conséquence immédiate des relations 7, en remarquant que si v < w' 
alors s Ml w < w. 

Si s^w' < w' , alors, d'après les relations 2, w = w' . Soit v un élément de W tel 
que v < w. 

Si s Ml w < v, alors, d'après les relations 7, C{s lll )C{v) = C(v) U C(s l _ ll v) C 

Si s^v > w, C(s Ml )C(u) = C^^v) et il faut donc montrer que s^v < w. Cela 
provient du fait que w = s^x avec s^ 1 x > x et v < x car aucune décomposition 
réduite de v ne commence par s Pl puisque s^v > w. 

□ 
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De plus, le résultat suivant est prouvé dans [8] et [11] dans le cas fini (voir [25], 
proposition 7.1.15 pour la généralisation aux variétés de Schubert des groupes de 
Kac-Moody) : 

Proposition 2.3.2. — Si w = s Ml • • -s^ est une décomposition réduite de w, l'ap- 
plication <7 Ml ,..., MAr : r(/ii, . . . , un) — * X w est une désingularisation de X w . Cette 
application est un isomorphisme au dessus de la cellule de Schubert X w . 

Remarque 2.3.3. — Même quand la variété X w est lisse, l'application g^ lt ...^ N per- 
met de comprendre plus facilement la géométrie de X w , les variétés de Bott-Samelson 
ayant une structure plus simple que les variétés de Schubert. 
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CHAPITRE 3 



COHOMOLOGIE ÉQUIVARIANTE 



3.1. Préliminaires 

Soit Uc un tore complexe d'algèbre de Lie Uc et soit U C Uc le tore compact 
maximal de Uc- 

On note uCHc l'algèbre de Lie de U, et S(u c ) l'algèbre symétrique de u c . C'est 
l'algèbre des fonctions polynomiales à coefficients complexes sur u. 

Soit M un espace topologique muni d'une action continue de U. Notons EU — » EU 
le fibré universel de U et EU x u M l'espace topologique obtenu en quotientant EU xM 
par l'action de U définie par u(p, m) = (pw -1 , uto) pour tous u £ EU, m £ M et 
u £ U. Pour tout anneau commutatif A, on définit la cohomologie [/-équivariante 
de X à coefficients dans A, notée H^(M,A), comme la cohomologie singulière de 
EU x u M à coefficients dans A. C'est une H^ipt, A)-algèbre. Dans toute la suite 
on prendra pour A le corps des nombres complexes, et on notera H^(M) au lieu de 
Hy(M,C). Dans ce cas, Hy(pt) s'identifie à S(u c ). 

Toute application g : M — > N continue et [/-équivariante entre deux espaces 
topologiques munis d'une action continue de U induit un morphisme de S(u£)-algèbres 



3.1.1. Intégration et restriction aux points fixes. — On suppose que M est 
un CW complexe orienté de dimension paire n, ne possédant pas de cellule de codi- 
mension 1. Alors, la fibration [/-équivariante triviale : M — » {pt} et l'intégration sur 
les fibres (voir [1] pour ces définitions) permettent de définir un homomorphisme de 
5(Uc)-modules gradués : 



g* : Hy-(N) - H* V {M). 




de degré — n. 



Si N est une sous- variété [/-invariante de M admettant une telle structure, on peut 
définir le morphisme de S^Uç^-modules gradués : 



obtenu en restreignant fi à N puis en intégrant sur N. 

Si on note M u l'ensemble des points fixes de U dans M, l'inclusion M u C M 
fournit un morphisme : Hfj(M) — » H(j(M u ) appelé restriction aux points fixes. 
Si M u est discret, H^(M U ) s'identifie à la 5(uc)-algèbre des fonctions sur M u à 
valeurs dans S(u^) de degré borné munie de l'addition et de la multiplication point 
par point. On notera cette algèbre Fi,(M u ; S(u£)). 

Remarque 3.1.1. — Si M u est fini, comme c'est le cas pour les tours de Bott et les 
variétés de drapeaux dans le cas fini, toute fonction sur M u à valeurs dans S(u^) est 
de degré borné. 

Si M admet une structure de CW-complexe [/-équivariant (non nécessairement 
fini) orienté M = Uf^Mf, ne comportant aucune cellule de dimension impaire et 
seulement un nombre fini de cellules en chaque dimension paire, et si M u est discret, 
les propositions 2.5.1 et 2.6.1 de [1] nous donnent la proposition suivante : 

Proposition 3.1.2. — 

(i) La cohomologie U-équivariante de M u s'identifie à Ft(M u ; S(u^)). 

(ii) La restriction aux points fixes i\j : Hy(M) — ► F(M U ; S(u^)) est injective. 

(iii) La cohomologie U-équivariante de M est un S (u£) -module libre qui admet 
comme base la famille {â^/eF d'éléments homogènes de degré dim(Mf) caractérisés 



où S désigne le symbole de Kronecker. 

3.1.2. Formule de localisation. — Si M est une variété différentiable munie d'une 
action différentiable de U, la cohomologie C/-équivariante de M s'identifie à la coho- 
mologie du complexe des formes différentielles l-i(Y) à coefficients complexes sur M 
dépendant polynomialement de F G u et vérifiant une condition de J7-équivariance 
évidente muni de la différentielle D = d — 2iir i(Y) (voir [1]). 

De plus, si M est compacte, connexe, et orientée, pour toute forme n(Y), on peut 
définir le polynôme J M fi(Y) G 5(u£) qui induit un morphisme en cohomologie. Ce 
morphisme s'identifie à l'intégration topologique définie dans la section 3.1.1 (voir [1]), 
et on notera donc encore J M : Hy(M) — > S(u£) ce morphisme de S(u£)-modules. 

On suppose que M est une variété différentiable compacte de dimension 2n munie 
d'une structure presque complexe préservée par l'action de U. On suppose de plus 




par : 
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que M u est fini. En chaque point fixe m G M u , l'action de U sur M induit une action 
de U sur T m M, l'espace tangent à M en m muni de sa structure complexe. On note 
(a™, • ■ ■ , a™) G (iu*) n C (lie)™ les poids de la représentation de U dans T m M. Dans 
ce cas, la formule de localisation (voir [4]) s'écrit de la manière suivante : 

Proposition 3.1.3. — Pout toute forme â u G Hj)(M), on a : 

meut» ni<i<„ «r 

3.1.3. Evaluation à l'origine et restriction. — La projection canonique Ef x 
M -> Et/ x u M induit un homomorphisme de C-algèbre w : H^(M) -> H* (M) 
appelé évaluation à l'origine. 

On suppose que M admet une décomposition cellulaire t/-équivariante orientée 
M = Ylfçj? Mf, ne comportant aucune cellule de dimension impaire et seulement un 
nombre fini de cellules en chaque dimension paire. On note b^j la base de Hy{M) (en 
tant que iS^u^-module) donnée par la proposition 3.1.2. 

La décomposition M = Uf e:F Mf fournit une base y/ sur C de la cohomologie 
ordinaire de M. La proposition 2.5.1 et le lemme 5.5.1 de [1] nous donnent le résultat 
suivant : 

Proposition 3.1. 4- — L'évaluation à l'origine vq est l 'homomorphisme de C- 
algèbres : H* V {M) -> H* (M) défini par : 

V/ g T, et Vh G S(u* c ), v {hà u f ) = h(0)y f . 

Soit Vc un sous-tore de Uc d'algèbre de Lie Oc C uc et soit V = Vc n U le 
tore compact maximal de V. On a alors un morphisme de restriction py : H^(M) — » 
H V (M). L'intégration commutant à la restriction, on obtient facilement la proposition 
suivante : 

Proposition 3.1.5. — L'application py est l 'homomorphisme de S(u^)-algèbres 
H^{M) -» H V {M) défini par : 

v/ g t, etvh g S(u* c ), p v (hây)=p v (h)ay, 

où l'application py : «5(u c ) — > S(X)^) est déduite de l'inclusion Oc C uc- 

3.2. Cohomologie équivariante des tours de Bott 

On reprend les notations de la section 2.1. Soit N > 1 un entier naturel, £ = 
{0,1}^, et soit C = {cij}\<i<j<N une liste d'entiers. Soit Y = Yc la tour de Bott 
associée à cette liste. 
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3.2.1. Restrictions aux points fixes. — La décomposition Y = JJ e6 g Y e munit 
r d'une structure de CW-complexe orienté D-équivariant fini où toutes les cellules 
sont de dimension paire ; de plus l'ensemble des points fixes de l'action de D sur T est 
fini et s'identifie à £. On peut donc appliquer la proposition 3.1.2, et on a le résultat 
suivant : 

Proposition 3.2.1. — 

(i) La cohomologie D-équivariante de Y D s'identifie à Fb(£; S^OJ))- 
(m) La restriction aux points fixes i* D : Hp(Y) — ► Fb(£; Sfi^)) est injective. 
(iii) La cohomologie D-équivariante de Y est un S (d^) -module libre qui admet 
comme base la famille {â®} e( z£ d'éléments homogènes de degré 2l(e) caractérisés par : 




Définition 3.2.2. — Pour e G £, on définit crf G F b {£ ; S{T)* C )) par : 

< ieîr+(e) 

[ crf (e') = sinon. 
On a alors le théorème suivant : 
Théorème 3.2.3. — PoMr £om£ e E £ , on a : 

Les restrictions aux points fixes sont donc des produits de formes linéaires. 

Démonstration. — En utilisant les propositions 3.1.3 et 2.1.4 et le lemme 2.1.5 , on 
obtient pour tout â D G H* D {X) : 



(8 > i' D = £n 



i*n(à D )(e') 



.Me')' 



Soit eo G £ , et soit à® — i* D {à^ Q ). Montrons par récurrence sur la longueur de e 
que pour tout e G £, àf Q {e) = c^(e). 

Grâce à la formule 8 et à la caractérisation de crP, on démontre facilement par 
récurrence sur l(e) que si e n'est pas plus grand que eo, on a bien cr^(e) = 0. 

On peut donc se limiter au cas où eo < e. Si e — eo, la formule 8 et le fait que 
JyT^o = 1 nous donne bien à^(e ) = cr^(e ). 

Soit e > eo. On suppose le résultat vérifié pour tout e' de longueur strictement plus 
petite que e, on applique la formule 8 et le fait que f—ê^ = pour obtenir : 
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y- ïïie* + ^ ) >*( e ') + crg(e) = Q 
eo < e , <e IL e7 r + ( e ) A *( e ') IL G7 r + (e) A i( e ) 

d'où : 

E n — ^M + ^ (e) II A ^) = °- 

Si on pose ê = e— (j), où j est le plus grand élément de 7r + (e) \ 7r + (eo), on a alors : 

V 1 r ± + * g(c) =o. 

En effet, comme j est le plus grand élément de 7r + (e) \ 7r + (eo), pour tout i G 
7r + (e) \ 7r + (eo), î 7^ .7, Aj(e) = Aj(ê) et Xj(e) = —Xj(ê). Pour les mêmes raisons, on 
s'aperçoit, en distinguant les termes qui ont un 1 en jème position et ceux qui ont 
un en jème position, que la première somme est nulle, et on obtient alors bien 
^) = rW + (e )Ai(e). 

□ 

Exemple 3.2-4- — Dans le tableau ci dessous, on explicite ces formules dans le cas 
de la surface de Hirzebruch H-± = Y{-i} '■ 





(0,0) 


(1,0) 


(0,1) 


(1,1) 


a (0,O) 


1 


1 


1 


1 


CT (1,0) 





Ai 





Ai 


„D 
CT (0,1) 








A 2 


Ai + A 2 


„D 

CT (1,1) 











Ai (Ai +A 2 ) 



Figure 1. Restrictions aux points fixes pour la surface de Hirzebruch H-\ 



3.2.2. Structure multiplicative. — L'algèbre Hf } (Y) est une algèbre de 
polynômes (où les indéterminées représentent des classes de degré 2) quotientée 
par des relations de degré 2 que l'on va expliciter. 
On pose of — afy et &f = <r^ . On a alors : 
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Théorème 3.2.5. - 



Pour tout e S £ , on a 



ie7r+(e) 

Z)e plus, on a les formules de multiplication suivantes : 

à? â? = aP(e) à? + ]T c ^ à e àf si i G 7r+(e). 

j<i,j£TT- (e) 

Démonstration. — Par injectivité de la restriction aux points fixes, il suffit de dé- 
montrer ces formules pour uf et cr? . 

La première formule se voit immédiatement sur la définition des cf. 

Pour la deuxième formule, on écrit le produit af a® sous la forme : 

(9) ofa? = X>o£. 

Soit e' G £ tel que e' ^ e. On montre que pour tout e" < e', C e >< = 0. Pour cela, 
on procède par récurrence sur l(e") en évaluant l'égalité 9 en e". On obtient ainsi que 
CV = si e' t e. 

De plus, pour des raisons de degré, C e > — si Z(e') > l(e) + 1, et l'égalité 9 s'écrit 
donc sous la forme : 

D D si d , \ " ^ n 

jjti,j£TT-(e) 

En évaluant en e, on trouve Ci, puis en évaluant en e + (j), on trouve Cj. 

□ 

En particulier, on a les relations suivantes : 

(cr, ) = A 4 ^ - ^ CT, CTj . 

Si on pose a;, = <rf, on a donc le théorème suivant : 

Théorème 3.2.6. — L'algèbre Hp(Y) est l'algèbre de polynômes S(Qq)[xi, . . . ,xn] 
(où les indéterminées sont de degré 2) quotientée par les relations : 

— \j^Xl ^ ^ Cj ^XiXj . 
j<i 

Exemple 3.2.7. — On considère la liste d'entiers C = {ci,j}i<i<j<3 définie par : 

f Cl,2 = C 2 ,3 = -1, 
l ci, 3 = 2, 
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et on pose Y = Yq. Alors, Hp(Y) s'identifie au quotient de l'algèbre de polynômes 
C[Ai, A2, A3] [x±, X2, X3] par les relations : 

x\ — \\X\ 

xi = A 2 X 2 + X1X2 

x\ = A3X3 + x 2 x 3 - 2xix 3 

Exemple 3.2.8. — On considère la liste d'entiers C = {ci,j}i<i<j<A définie par : 

Cl, 2 = ci :4 = c 3A = -2, 
Cl, 3 = C 2 ,4 = 2, 
C2,3 = -1, 

et on pose Y — Yq. Alors, H^ÇY) s'identifie au quotient de l'algèbre de polynômes 
C[Ai, A2, A3, A4] [xi, X2,x$, X4] par les relations : 

x\ = XiXi 

x\ = X 2 X2 + 2xix 2 

x\ = A3X3 + x 2 x 3 - 2xix 3 

x\ = A4X4 + 2X3X4 — 2X2X4 + 2xiX4 

3.2.3. Cohomologie ordinaire. — La décomposition cellulaire Y = U ee£ Y e four- 
nit une base (y e ) ee s de la cohomologie ordinaire de Y. Si on pose y, = y^), la proposi- 
tion 3.1.4 et le théorème 3.2.6 nous donnent la description suivante de la cohomologie 
ordinaire de Y : 

Proposition 3.2.9. — La cohomologie ordinaire de Y est engendrée par des élé- 
ments (yi)i<i<N de degré 2 soumis aux relations : 

Vi + c o,iViyj = °- 

j<i 

3.3. Cohomologie équivariante des variétés de Bott-Samelson 

On reprend les notations de la section 2.2. On choisit N racines simples yui , . . . , fiN 
non nécessairement distinctes, et on pose T = T(fj,i, . . . , jLtjv). Pour 1 < i < j < N, on 
pose b id = (J,j((J,Y) et B = {6i,j}i<i<j<Ar. 

3.3.1. Restrictions aux points fixes. — Les résultats de cette section ne dépen- 
dant pas de la structure complexe sur T, on peut identifier T avec la tour de Bott 
Y = Yb, la décomposition T — U eef r e avec la décomposition Y — JJ te£ Y e , et 
le point fixe e G T T avec le point fixe e G Y D à l'aide de l'isomorphisme <j) de la 
section 2.2.4. Le tore T agit sur T via son image S, et le tore S s'identifie, par l'ho- 
momorphisme 7, à un sous-tore du tore D qui agit sur Y (voir section 2.2.4). 
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Pour tout e G £ , on définit âf G -^(r) par âf = pg(âf). D'après la proposi- 
tion 3.1.5, la famille {âf } e g£ est une base du ^(s^-module libre Hg(T) vérifiant : 



V(e,e')e£ 2 , fâj 
Jr,, 



Comme T agit sur T via image dans S, H£(T) = H£(T) •S> S (s*) S(t)*). 
Pour tout e G £, on définit alors âj G H^(T) par âf = âf <8> 1. Pour tout couple 
(e,e')e£ 2 : 

/_-r= [_àf=s,, e . 

On obtient ainsi la proposition suivante : 

Proposition 3.3.1. — 

(i) La cohomologie T-équivariante de T T s'identifie à F b (£;S(t)*)). 

(ii) La restriction aux points fixes i* T : H^(T) — > F b (£; S(t)*)) est injective. 

(iii) La cohomologie T-équivariante de T est un S (t)*) -module libre qui admet 
comme base la famille {âf} e ^£ d'éléments homogènes de degré 21 (e) vérifiant : 



âï = <5 e 



Définition 3.3.2. — Pour e G £, on définit af G F b (£; S(f)*)) par : 
<r e T (e') = (-1)' (£) I] a ^ s ^<^ 

a e \ 6 ') = sinon. 
On a alors le théorème suivant : 
Théorème 3.3.3. — Pour tout e G £, on a : 

i* T (àï) = *ï- 

Démonstration. — On a le diagramme commutatif suivant : 



H* S (T) 



F b (£;S( 5 * c )) 



Ps 



H 



F b (£;S(r c )) 



où l'application f : F b (£; S(5J)) — > ■S'(Sc)) est déduite de t : — > sj. 



28 



Pour tout couple (e, e') G £ 2 , on a donc : 

i* T (àï)(e') = i*s(àf)W) = i*sPg(*?)W) = 
D'après l'expression de crP (voir définition 3.2.2), il suffit alors de prouver que pour 
tout e G £ et tout i G {1,2, ... , N} : 

a i( e ) = - T (M e ))- 

Comme s Us v s = —v a , il faut vérifier que pour toute suite v\, v^, ■ ■ . , v a de racines 
simples, on a la relation suivante : 

(10) S Ul S U2 ■ ■ ■ S V3 _ X V S = V s + ^ b i V ^ 

l<i<s 

avec bi = (-l) m a(v io , v ix )a(v il , v i2 ) ■ ■ ■ a{v im _ 1 , v im ), 

io — i < ii < - - - < i m — s, 
m > 

où a(y, v') est le nombre de Cartan associé aux racines simples v et v' (i.e. a(v, v') = 
v'(v w )). Cette relation est une conséquence immédiate de la définition des réflexions 
simples à l'aide des nombres de Cartan et se démontre par récurrence sur s : pour 
s = 1, cela traduit la relation s v v' = v 1 — a(u, v')v. 

□ 

3.3.2. Structure multiplicative et cohomologie ordinaire. — On pose aj — 
<7j^ et àj — âj^y La structure multiplicative de H^(T) est donnée par le théorème 
suivant : 

Théorème 3.3-4- — Pour tout e e £, on a : 

i£7r + (e) 

De plus, on a les formules de multiplication suivantes : 

àfàj = âj +{i) siieir-(e), 
ôfàï = vï( e )êï + a j( e )(l J 'j) & c â J si i e 7r +( e )' 

j<i,jew- (e) 

où on a posé a*(e) = Vj +1 (e)(/j,i). 

Démonstration. — Pour démontrer ces formules, on peut remplacer âf et àj par âf 
et âf . On utilise alors les résultats analogues pour les tours de Bott et Phomomor- 
phisme de restriction pg . 

La proposition 3.1.5 et le théorème 3.2.5 donnent immédiatement la première for- 
mule. 

Pour prouver la deuxième formule, il faut montrer : 

Sja){e) - a){e) = -f {cj,i{e))nj = -c jyi {e)nj. 
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Cette formule est une conséquence immédiate de l'équation 10. 

□ 

En particulier, on a l'expression suivante des carrés des éléments de degré 2 : 

j<i 

Si on pose Xi = àj , on a donc le théorème suivant : 

Théorème 3.3.5. — L'algèbre H^(T) est l'algèbre de polynômes S(f)*)[xi, . . . , xn] 
(où les indéterminées sont de degré 2) quotientée par les relations : 

X, L fJ>iX{ ^ ^ bj ^XiXj. 
j<i 

De plus, on retrouve alors le résultat suivant prouvé dans [6] : 

Proposition 3.3.6. — La cohomologie ordinaire de T est engendrée par des éléments 
(îli)i<i<N de degré 2 soumis aux relations : 

Vi + H l 'j ■!!■!! , = °- 

j<i 

Exemple 3.3.7. — Dans le cas A2, on prend T — T(ai, «2, «i). Alors, T s'identifie 
à Yc où C est définie dans l'exemple 3.2.7. 

On a alors les mêmes relations dans H^(T) que dans H^{Y) en remplaçant Ai par 
ai, X2 par 0:2, et A3 par ai. 

L'algèbre H^(T) s'identifie donc à l'algèbre de polynômes C[ai, 0:2] [xi, X2, X3] quo- 
tientée par les relations : 

x\ — aixi 

x\ = a 2 x 2 +xix 2 

x\ = aix 3 + x 2 x 3 - 2xix 3 

Exemple 3.3.8. — Dans le cas B 2 , on prend T = T(ai, a 2 , ai, «2)- Alors, T s'iden- 
tifie à Te où C est définie dans l'exemple 3.2.8. 

On a alors les mêmes relations dans H^,(T) que dans H^ÇY) en remplaçant Ai par 
ai, A2 par a 2 , A 3 par ai, et A4 par a2- 

L'algèbre H^(T) s'identifie donc à l'algèbre de polynômes C[ai, 02] [x±, X2, £3, X4] 
quotientée par les relations : 

x\ — a\X\ 

x\ = a 2 x 2 + 2xix 2 

x\ = axx 3 + x 2 x 3 ~ 2xix 3 

x\ — a2X4 + 2x3X4 — 2x2x4 + 2x1X4 
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3.4. Cohomologie équivariante des variétés de drapeaux 

La décomposition X = \J weW ^ w mun it X d'une structure de CW-complexe 
orienté T-équivariant ne comportant aucune cellule de dimension impaire et seulement 
un nombre fini de cellules en chaque dimension paire. De plus, l'ensemble X T « W des 
points fixes de T dans X étant discret, on peut à nouveau appliquer la proposition 3.1.2 
pour obtenir le résultat suivant établi dans [1] et [22] : 

Proposition 3.4-1- — 

(i) La cohomologie T -équivariante de X T s'identifie à Fb(W; S(t)*)). 

{ii) La restriction aux points fixes : H^(X) — » Ff,(W; S(t)*)) est injective. 

(iii) La cohomologie T -équivariante de X est un S(i)*)-module libre qui admet 
comme base la famille {Ç w } w çW d'éléments homogènes de degré 21 (w) caractérisés 
par : 

/ tw — x , 

On pose Ç° = i^(t w )- Soit (w, v) G W 2 et soit v = Sj x • • ■ une décomposition 
non nécessairement réduite de v, pour 1 < j < l, on définit un élément fij de S(t)*) 
par Pj — Sjj • • • Si j _. L ai j . La formule suivante est prouvée par Sara Billey dans [5] : 

Théorème 3.4-2. — Soient w etv deux éléments de W tels que w < v et m — l(w), 
on a alors : 

r(«) = 5>i •■■&.»' 

où la somme porte sur l'ensemble des entiers 1 < ji < ■ ■ ■ < j m < l tels que w = 

Exemple 3-4-3. — Plaçons nous dans le cas A4 et calculons Ç w ( v ) avec w = S 3 S 2 et 
v = S2S3S2S1S2. Il y a 2 façons de "trouver w en dessous de v" : w — Si 2 s, 3 , w — s, 2 Sj 5 , 
et on trouve donc : 

Ç w (v) = (a 2 + a 3 )a 3 + (a 2 + a 3 )(ai + a 2 ) = ceia 2 + aia 3 + al + 2a 2 a 3 + o? 3 . 
Retrouvons le théorème 3.4.2 grâce aux résultats précédents. 

Soit v — s^j • • • s^ N une décomposition non nécessairement réduite d'un élément v 
de W. On pose T = T(/j,i, . . . ,/j,n) et g = 5 /J1 .... jAtN . La proposition suivante va nous 
permettre de retrouver le théorème 3.4.2 : 

Proposition 3.4-4- — Soit w G W , on a : 

9*{t) = E 

e £ S, i(e) = l(w) 
et v(e) — w 
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Démonstration. — 



Pour démontrer la formule, il faut montrer 



g*{Ç W ) - Ô v (e),wÔl(e),l(w)- 



Distinguons deux cas : 

Si e correspond à une décomposition réduite de v(e), comme g\— : T e 

e 

tifie à l'application 3 A i i ,ig 7 i- + ( e ), d'après la proposition 2.3.2 : 

f_g*d w )= [ r = s v(e) , w . 

Jr. «„(«) 



X s'iden- 



Si e n'est pas une décomposition réduite de v(e), alors, d'après le lemme 2.3.1, g 
envoie T £ dans X R ^ qui est de dimension strictement plus petite que T £ , et donc 
Jy^9*{0 — pour tout élément £ de H^(X), et en particulier : 



"(C) = o. 



□ 



Démonstration du théorème 3.4-2. — Si on note ù : F b (W; 5*(f)*)) — > F b (£ ; S*(f)*)) 
l'application induite par u : £ ^ W définie par w(e) = v(e), on a le diagramme 
commutatif suivant : 



H* T {X) 



F b (W;S(t>*)) 



F b (£;S(V))« 

Ce diagramme nous donne en particulier pour tout élément w G W : 

et donc grâce à la proposition 3.4.4 : 



e» = E ^(m 

e' 6 £, i(e') = l(w) 
et u(e') — w 

ce qui nous redonne bien le théorème 3.4.2 à l'aide de l'expression de aj,((l)) (défini- 
tion 3.3.2), en remarquant que pour tout entier i compris entre 1 et N, a>i((l)) = — 

□ 
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Exemple 3-4-5. — On considère le cas A 2 , T — T(ai,a2,cti) la variété de Bott- 
Samelson associée à la décomposition wo = sis 2 s\ du plus grand élément du groupe 
de Weyl W. On reprend les notations du théorème 3.3.5, et on a alors : 

g*(i si ) = + 

9* (M = x 2 

5 *(r s2 ) - x lX2 

g*(i S2Sl ) = x 2 x 3 

5 *(r is2si ) - Xl x 2 x 3 

On peut vérifier alors facilement, grâce aux relations explicitées dans l'exem- 
ple 3.3.7, que g*(H^(X)) est bien une sous-algèbre de H^(T). 

Exemple 3-4-6- — On considère le cas B 2 , T = T(a\, a 2 , ai, a 2 ) la variété de Bott- 
Samelson associée à la décomposition wq = sis 2 sis 2 du plus grand élément du groupe 
de Weyl W. On reprend les notations du théorème 3.3.5, et on a alors : 

g*(i si ) = X1 + X3 

9*(i S2 ) = x 2 +x 4 

9*(i SlS2 ) = X\X 2 + XiX 4 + x 3 x 4 

9*(i S2Sl ) = x 2 x 3 

g'ii' 18 " 1 ) = x lX2 x 3 

3*(f lS2SlS2 ) = x lX2 x 3 x 4 
Comme précédemment, on peut vérifier, grâce aux relations explicitées dans l'ex- 
emple 3.3.8, que g*(H^(X)) est bien une sous-algèbre de H^(T). 

Illustrons le théorème 3.4.2 sur cet exemple, et calculons £ Sl (sis 2 sis 2 ) : 

£ Sl 0is 2 sis 2 ) = af ((1)) + <J 3 ((1)) = ai + sis 2 ai = ai + (ai + a 2 ) = 2a x + a 2 . 

On peut utiliser ce plongement de H^(X) dans H^(T) pour calculer des produits. 
En effet, si on veut calculer par exemple £ s i s 2£ s 2Si^ on a : 

9*(i SlS2 t 2Sl ) = (xix 2 + x x x 4 + x 3 x 4 )x 2 x 3 = 
X\x 3 {a 2 x 2 + 2x\x 2 ) + xix 2 x 3 x 4 + x 2 (aix 3 + x 2 x 3 — 2xix 3 )x 4 = 
(2«i + a 2 )x 1 x 2 x 3 + x x x 2 x 3 x 4 + a 1 x 2 x 3 x 4 + (a 2 x 2 + 2xix 2 )x 3 x 4 - 2xix 2 x 3 x 4 = 
(2«i + a 2 )x 1 x 2 x 3 + (ai + a 2 )x 2 x 3 x 4 + x 1 x 2 x 3 x 4} 
et donc Ç^Ç 8 ^ = (2a x + a 2 )£ SlS2Sl + (ai + a 2 )£ S2SlS2 + | 5lS2SlS2 . 
On généralisera cette méthode dans le chapitre 5. 
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CHAPITRE 4 



K-THÉORIE ÉQUIVARIANTE 



4.1. Préliminaires 

4.1.1. Définitions. — Soit Uc un tore complexe d'algèbre de Lie Uc, et soit U C Uc 
le tore compact maximal de Uc- On note u C Uc l'algèbre de Lie de U. On note X[U] 
le groupe des caractères de U, et on pose R[U] = Z[X[U]]. On note Q[U] le corps des 
fractions de R[U}. 

Pour tout poids entier a G iu* C u c , on note e a : U — > S 1 le caractère correspon- 
dant. 

Soit Z un espace topologique compact muni d'une action continue de U. On 
définit la if -théorie £/-équivariante de Z comme le groupe construit à partir du semi- 
groupe des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels complexes de dimension finie 
{7-équivariants au dessus de Z. On munit ce groupe d'une structure d'anneau définie 
à l'aide du produit tensoriel. De plus, comme la if -théorie [/-équivariante du point 
s'identifie à R[U], on obtient une structure de R[U] -algèbre qu'on notera Kjj[Z). 

Toute application g : Z\ — > Z2 continue et [/-équivariante définit un morphisme de 
i?[C/]-algèbre g* : Ku{Z<i) —> Kjj{Z\). En particulier, l'inclusion Z u C Z définit un 
morphisme : Kjj(Z) —> Ku(Z u ) appelé restriction aux points fixes. Si l'ensemble 
des points fixes Z u est discret, Ku{Z u ) s'identifie de manière évidente à F{Z U -R[U\) 
la i?[[/]-algèbre des fonctions de Z u à valeurs dans R[U] munie de l'addition et de 
la multiplication point par point. On obtient alors un morphisme i\j : Kjj(Z) — > 
F(Z U ;R[U]). 

4.1.2. Formule de localisation. — On suppose que Z est une variété complexe 
projective lisse de dimension n munie d'une action de Uc- Cette action induit alors 
une action de U sur Z. 

La variété Z étant lisse, le groupe Kq{Uc, Z) construit à partir du semi-groupe des 
classes d'isomorphisme de faisceaux £/c-équivariants cohérents sur Z est isomorphe 



au groupe K°(Uc, Z) construit à partir du semi-groupe des classes d'isomorphisme de 
faisceaux [/c-équivariants localement libres sur Z (voir [9], chapitre 5). On identifie 
donc ces deux groupes. 

On a un morphisme canonique : K°(Uc, Z) — > K\j(Z). On suppose que ce morhisme 
est un isomorphisme (c'est le cas pour les tours de Bott et les variétés de drapeaux 
dans le cas fini), et on identifie ces deux groupes. 

Pour toute sous-variété C/c-rnvariante Z' et tout faisceau T G K a (Uc, Z), l'action 
de Uc sur Z induit une action de Uc sur ~R k (Z', F/z>), et on définit x(Z' \F) G R[U] 
par : 

Vu e U, x{Z\T)(u) = ^(-l) fe Tr( U ;H fc (Z', T /z ,)). 

k 

On suppose de plus que Z u est fini. En chaque point fixe m G Z u , on note 
(a™, . . . , a™) G (ni*)™ C (u c ) n les poids de la représentation de U dans T m Z ', l'espace 
tangent à Z en m. Dans ce cas, la formule 5.11.9 de [9] s'écrit de la manière suivante : 

Proposition 4. 1.1. — Pour tout faisceau T localement libre et Uc-équivariant au 
dessus de Z , x{Z, T) se calcule grâce à la formule suivante : 



meZ u 1 ll<i<n ^ e 



4.2. K-théorie équivariante des tours de Bott 

On reprend les notations de la section 2.1. Soit iV > 1 un entier naturel, et soit 
C = {ci.j}i<i < j<N une liste d'entiers. On pose Y = Yc. 

Pour un poids entier A G ®i<k<N^k G id* , on note e A : D — > S* 1 le caractère 
correspondant. 

On montre par récurrence sur la dimension de Y (voir [23] où le résultat est 
démontré dans le cas particulier des variétés de Bott-Samelson) que le morphisme 
canonique : K°(Dc,Y) — ► Kn(Y) est un isomorphisme. Dans la suite, on identifie 
donc ces deux groupes. 

Tout comme dans le cas de la cohomologie équivariante, on a la structure suivante 
de la K-théorie -D-équivariante de Y : 

Proposition 4.2.1. — 

(i) La K-théorie D-équivariante de Y D s'identifie à F(£;R[D]). 

(ii) La restriction aux points fixes i* D : Kjj(Y) — ► F(£; R[D}) est injective. 

(iii) La K-théorie D-équivariante de Y est un R[D]-module libre de rang 2 N . 

Démonstration. — Le point (i) est immédiat. 

Le point (ii) est une conséquence de (iii). En effet, d'après le théorème de locali- 
sation (voir [28]), le morphisme : Kd(Y) <S>r[d] Q[D] — > F(£; Q[D]) induit par i* D est 
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un isomorphisme. De plus, comme KjyÇY) est un R[D]-moàu\e libre, Kn(Y) s'injecte 
dans Kd(Y) ®r[d] Q[D], et on a donc le diagramme commutatif suivant qui prouve 
que i* D est injective : 

K D (Y)t K D (Y) ® R[D] Q[D] 

i*D - 

F(£; R[D}) ^ F{£; Q[D]) 



Pour démontrer (m), on va expliciter une base {/tf} ee £ du i?[D]-module Ku(Y). 
On procède par récurrence sur N > 1. 

Pour N = 1, /^(P 1 ) est un i?[S' 1 ]-module libre engendré par le fibré en droites 
trivial 1 et par le fibré E défini comme le fibré en droites tautologique sur P 1 (voir 
[2], corollaire 2.2.2). On pose jif a) = E et jlf^ = 1 - E. 

On suppose le résultat vérifié pour toute tour de Bott de dimension N — 1. Soit 
Y = Y c et Y' = Y Cn _ 1 . Alors Y = P(l © L w ), où L N est un fibré en droites 
au dessus de Y' (voir la section 2.2.1 pour la définition de Yc N _ 1 et Ljv). On note 
n N : Y = P(l © L N ) -> Y' la projection de Y sur F' et E G K D (Y) le fibré 
tautologique au dessus de Y = P(l © Ljv). 

Soit D' — (S" 1 )^ -1 , par hypothèse de récurrence, Kd>(Y') est un i?[D']-module 
libre engendré par une base {/tj? }^ e { 0j i}«-i. On définit une action de D = (S 1 ) 1 ^ sur 
Y' en faisant agir la dernière composante trivialement sur Y'. On a alors Kjy(Y') = 
K D ,(Y') ® z RiS 1 } (voir [28]), et K D {Y') est donc un J?[£>]-module libre qui admet 
comme base la famille {A/'}/e{o,i} N - 1 ! ou pour tout / S {0, l}^ -1 , on a posé fi^ = 
p,f' <g> 1. 

La projection ttn munit Kd(Y) d'une structure de if£)(y)-module. Comme Y = 
P(1©Ljv), Kd{Y) est un if£>(y')-module libre de rang 2 engendré par le fibré trivial 
1 et le fibré tautologique E (voir [2] théorème 2.2.1, ou [28]). Soit p : S = {0, 1} N -> 
{0, l}^ -1 la projection selon les N — 1 premières coordonnées, on obtient donc une 
base du i?[-D]-module Kd(Y) en posant : 

Af = *Ar(/îp( £ ))E si êat = 0, 

A? =^(/$ £) )(l-E) si ejv = l. 

□ 
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On va expliciter la base {/if } eS £ définie dans la démonstration de la proposition 
précédente. On reprend le diagramme de la section 2.2.1 : 

P(l©Ljv)= Y c 

P(18L 2 )= Y C2 

CP 1 = Y Cl 
I 7T1 

{un point} = Yq 

Pour 1 < i < N — 1, chaque variété Yq étant munie d'une action de (S 1 ) 1 , on 
définit une action de D = (S 1 ) 1 ^ sur Y^ en faisant agir trivialement les dernières 
composantes de D. Pour 1 < i < N, on pose H = 7r i+ i7r i+ 2 ■ ■ - un ■ Y —> Yc t 
(U N = Idy). De plus, on note E; e K D (Y Ci ) ~ K {S iy(Y Ci ) ®z R[{S r ) N - 1 } le fibré 
tautologique sur Yc it et on pose Fi = 1 — E[. 

Pour tout e G £, on vérifie alors que /if G ATd(F) est donné par la formule : 



Af= n n ?( F i) n n *( E ')- 

iGîr+(e) iGîr-(e) 

Le théorème suivant donne la valeur des restrictions aux points fixes des classes 
/if 3 . Si on pose /if = i* D (fi®), on a la formule suivante : 

Théorème 4-2.2. — Pour (e,é) G £ 2 : 

j M?(e')= II Il (e M£,) -l) sie<e\ 

\ îG7r+(e') î£7r+(e) 

[ /if (e') = sinon. 

Démonstration. — Pour démontrer ce théorème, il suffit de calculer les restrictions 
aux points fixes des fibrés II*(Ei). Pour 1 < i < N, on pose pi : £ — {0,1}^ — > 
{0, l} 1 la projection selon les i premières coordonnées. On a alors pour tout e' G £ , 
^(n*(E i ))(e') = ^(E i )(p i (e')). 

Or, pour e G {0, 1}*, ^( E i)( e ) = 1 si e î = 0, et iB( E i)( e ) = e^ 6 ') si e î = 1. On 
obtient donc pour tout e' G £ : 



f ^(n*(E0)(e') = l si^ = 0, 

1 zî 3 (n:(E i ))( Ê ') = e -^ (£ ' ) si < = i, 

et : 
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^(n*(F0)(e')=O si < = 0, 

l * D (n*m)(t') = l-e- Me ' ) si e< = 1. 

Comme pour tout e G £, /tf = ILe,r + ( e ) n * ( F i) ELe^e) n *( E i), ° n obtient bien 
/if (e') = si e' ^ e, et si e' > e : 

M f( e ')= n (i-^ A * (e,) ) n ^ a,(£,) = n e ~ M£,) n o^-i)- 

iG7T-|_(e) i^TT- (e)n7r+(e') i£7T-|-(e') iÇ.ir+(e) 

□ 

Exemple 4-2.3. — On considère la surface de Hirzebruch H_\ = On pose : 

ci = (0,0), 

€2 = (1,0), e 3 = (0,1), 

£4 = (1,1). 

Si on définit la matrice M. = {fii,j}i<i<j<4 par mj — /if (e,), alors : 



M = 



g — Ai g — À2 p — 2Ai — À2 \ 

l-e~ Al e- Al - A2 (l - e~ Al ) 

l-e~ A2 e~ Al (l - e- Al ~ A2 ) 

Vo (l-e- Al )(l-e- Al - A2 )/ 



La base {/if} £6< ç; est reliée à la décomposition cellulaire Y = \\ ee£ Y e par le 
théorème suivant : 

Théorème 4.2.4. — La famille {/if } £ g£ est une base du R[D]-module Kd(Y) car- 
actérisée par : 

V(m')^ 2 , x(îg,£f) = <^. 

Démonstration. — On sait déjà que la famille {/tf } e e£ es t une base de Kd(Y). Pour 
(e, e') G £ 2 , on va calculer x(Y" e ',/tf ) grâce à la formule de localisation. 

En utilisant la proposition 4.1.1, et le lemme 2.1.5, on obtient pour tout jl D G 
K D {Y) et tout e e £ : 



Cette formule et le théorème 4.2.2 nous montrent immédiatement que xO^e, Af ) = 1 
et x(ÏT,A«) = si e ^ e. 

Soit eo € £ tel que eo < e et eo 7^ e. Alors, la formule 11 et le théorème 4.2.2 nous 
donnent : 
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H e"^ H (e A ^')-l) 

x<z,f%)= E — (£,) *" +M 



e <e'<e 



d'où : 



n a 

ieir + (6) 



n 



-A ( (e' 



5 ) 



-MO 



ie7r + (e)\Tr + (eo) 



Soit j le plus grand élément de tt + (ê) \ 7r + (e ), on a alors : 



n « 

x(K,Af )= E iew+(e ' )W(eo) 



„,^. n (i-- MO ) 

e' = »e5r+(e)\ir+(e ) 



E 



n « 

»67r + (e')\T+(<:o) 



TT (l-e- A - 

e < e' < e 11 V 

e ' = 1 ie7T + (e)\7r + (e ) 



d'où : 



x(y«,A? ) = E 



e < e' < e 
e' = 



n « 

î67r + (e')\T+(to) 



-Ai(e') 



n 

ie7T + ( £ ' + (i))\7r + ( £0 ) 



-Ai(e'+0)) 



n (i-e-^) ' n a- 

ieîr + (e)\7T + (e ) i£7r + (e)\ir + (e ) 



Chaque terme de cette somme est nulle. En effet, soit e' un élément de la sommation, 
comme j est le plus grand élément de 7r+(e) \ 7r+(eo), pour tout i G 7r+(e) \ 7r+(eo), 
A»(e' + (j)) = A»(e') si i ^ j, et Aj(e' + (j)) = — Aj(e'). Le terme de la somme associé 
à e' est donc : 



n e 

ie7r+(e')\7r + (eo) 



-Ai(e') 



n d- e - A * (e,) ) 

«e7T + (e-(j))\7r + (£ ) 



MO 



l- e -Aj(e') l_ e A 3 (e') 



Ce terme est bien nul d'après la relation + -^-^ — 0, et on obtient donc 



□ 
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4.3. K-théorie équivariante des variétés de Bott-Samelson 

On reprend les notations de la section 2.2. On choisit N racines simples /ii, . . . , Un 
non nécessairement distinctes, et on pose Y = T{fjb\, . . . , /j,n). Pour 1 < i < j < N, on 
pose hj = fJbj(iJti) et B = {k,j}i<i<j<N- 

Comme dans le cas de la cohomologie, les résultats de cette section ne dépendent 
pas de la structure complexe de T, et on identifie donc T avec la tour de Bott Y = Yb, 
la décomposition T = Y[e£E^ e avec ^ a décomposition Y = 6£f Y € , et le point fixe 
e G T T avec le point fixe e e Y D . 

Le tore T agit sur T via son image S, et l'action de S sur T s'identifie à celle d'un 
sous-tore de D sur Y. Pour tout e G £, on note alors /tf l'élément de Ks(T) obtenu à 
partir de /if par restriction à 5 de l'action de D. Ces éléments s'obtiennent à l'aide 
des fibrés de Hopf de la même manière que les classes /if, et ils forment donc une 
base du i? [S] -module Ks(T). 

De plus, pour tout couple (e, e') e £ 2 : 

X(ÏV,£f) = *e', £ . 

Comme le tore T agit sur T via son image S, on a R[S) C R[T], et Kt(T) s'identifie 
à Ks(T)<S>r[s]R[T]. Si on pose = /tf ® 1, on a donc la proposition suivante : 

Proposition 4-3.1. — 

(i) La K-théorie T -équivariante de T T s'identifie à F(£;R[T]). 
(m) La restriction aux points fixes : K~t(T) — > F(£; R[T}) est injective. 
(iii) La K-théorie T -équivariante de T est un R[T]-module libre admettant comme 
base la famille {fij} ee£ qui vérifie : 

Pour tout e G £, on pose £ = i^(/tf ). Le théorème 4.2.2 et une démonstration 
analogue à celle du théorème 3.3.3 nous donnent alors le résultat suivant : 

Théorème 4-3.2. — Pour e e £, on a : 

\ Mf(e') = II Il ( e ~ Q ' (e ' } - 1) si e < e '> 

\ iG7r + (e') ieir + (e) 

[ jU^(e') = sinon. 

4.4. K-théorie équivariante des variétés de drapeaux 

4.4.1. Définitions. — La variété de drapeaux X n'étant pas compacte en général, 
on définit Kt{X) de la manière suivante : 
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Pour tout entier n > 0, on définit X n — X w . Soit T la filtration : 

w e w 

f:8 = I-iCl(,CliC-, 



alors : 

(1) chaque X n est un sous espace compact T-stable de X et, 

(2) la topologie de X est la topologie limite induite par la filtration T . 

Grâce à cette filtration, on définit alors la K-théorie T-équivariante de X, notée 
K T (X), par K T (X) = lim if T (X„). Cette définition est indépendante de la filtration 

T vérifiant (1) et (2). 

On note F(W; Q[T})) la i?[T]-algèbre des fonctions de W à valeurs dans Q[T] munie 
de l'addition et de la multiplication point par point. Pour un poids entier A G il* , on 
note e a : T — > S 1 le caractère correspondant. Pour tout 1 < i < r, on définit alors un 
opérateur de Demazure Di sur F(W; Q[T\) par : 



1 - e~ va ' 

Dans [23], Kostant et Kumar montrent que ces opérateurs de Demazure vérifient les 
relations de tresses de W. Pour tout w G W, on peut donc définir un opérateur D w sur 
F(W;Q[T]) défini par Dw — Di ± Di 2 ■ ■ ■ D it si w — s^s^ • ■ ■ Sj, est une décomposition 
réduite de w. 

De plus, pour tout 1 < i < r, Df — Di. Donc, si pour u G W_, on note £>„ = D u , 
alors pour tout couple (v,w) G W 2 , DyDw_ — Dy m . 

On note * la sous-algèbre de F(W; R[T]) définie par : 

* = {/ G F(W;R[T\), telles que Vw G W, D w f G F(W; R[T])}. 

L'ensemble des points fixes X T « W étant discret, on peut identifier Kt(X t ) 
avec F{W;R[T}) et on obtient ainsi un morphisme i* T : K T (X) -> F(W;R[T]). On 
notera * l'involution de Kt{X) définie par la dualité des fibrés, et on notera de 
la même façon l'involution de R[T] définie sur les caractères par *(e A ) = e~ A , ce qui 
induit une involution de F(W; R[T}). Pour tout élément r G Kt(X), «^(t) = ij.(*r). 
Le résultat suivant est prouvé dans [23] : 

Proposition 4-4- 1- — L'application i*n est injective, et l'image de Kt{X) par cette 
application est égale à \& . De plus, — Yiwew R-ÏT]^™ , où les fonctions ip w sont 
uniquement déterminées par les relations : 

V(v,w) G W 2 , D V {^ W ){1) = S v , w . 

De plus, les fonctions ip w vérifient les propriétés suivantes : 

(i) ip w (v) — sauf si w <v, 



42 



(ii) i> w {w) = Y[ 0eA(w . 1) {l-eP), 

DitP w = il> w + ip WSi si wsi < w, 
Diip w = si > w, 

(iv) Vv G W,^ 1 ^) = e r- v P. 



(iii) 



Remarque 4-4-%- — Un élément / = (a w ) w çw de n«,ew R[T]ip w es t bien une 
fonction de W h valeurs dans R[T]. En effet soit v G W, d'après la propriété (i), 
^2wGW aw ' l l jW ( v ) est une somme fi me °ù les termes éventuellement non nuls corre- 
spondent aux éléments u de W qui vérifient u < v. 

Remarque 4 -4 -3- — Les fonctions ip w sont uniquement déterminées par les pro- 
priétés (i), (ii), (iii) et (iv) de la proposition précédente. 

On pose ip w = (i*?)- 1 ^™), et pour v G W on note D v : K T (X) -> K T (X) 
l'application induite par D v : — » vp. 

Remarque 4-4-4- — Dans le cas fini, /Çrpf) s'identifie à K°(H,X) (voir [23]), et 
Kostant et Kumar montrent dans [23] que la base {tp w } w ew de Kt(X) ~ K°(H,X) 
est réliée aux variétés de Schubert par les relations : 

y( v ,w)ew 2 ,x(^, *î> w ) = Sv, w - 

Dans [23], Kostant et Kumar composent i* T avec (f> : F(W;Q[T}) -> F(W;Q[T}) 
définie par <f>(f)(w) = /(w -1 ) pour tout élément / de F(W; Q[T]) et tout w G W. Ils 
trouvent alors la sous algèbre (notée * dans [23]) de F(W;R[T]) : 

*' = {/ &F(W;R[T]), telles que Vw G W, D' w f G F(W;R[T])}, 

où les opérateurs D' w sont définis à partir des opérateurs D\ donnés par : 

Ils considèrent la base ip' w (notée ip w dans [23]) de reliée à la base ip w de 
la proposition 4.4.1 par la relation ip' w = tf>(ip w ). Pour tout couple (w,v) G W 2 , 
V w (v)=^-\v- 1 ). 

4.4.2. Restrictions aux points fixes. — Soit v G W et soit u = • ■ ■ une 
décomposition non nécessairement réduite de v. Comme dans la section 3.4, pour 
1 < j < on notera /3j l'élément de f)* défini par /3j = • • ■ Si jl ai j . 

Théorème 4-4 -5- — Si w G W est tel que w < v, on a la formule suivante : 
^ w (v)=e p ~ vp E( e ~ ftl -l)---(e" ft ™ -1), 

l(w)<m<l 

où la deuxième somme porte sur l'ensemble des entiers 1 < ji < ■ ■ ■ < j m < l tels que 

Si,, ■ ■ ■ Si, — w. 
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Donnons quelques exemples de calculs pour expliciter cette formule. 

Tout d'abord pour tout v G W, on retrouve bien ip 1 ^) = e p ~ vp , puisque la seule 
façon de "trouver 1 en dessous de v" est de prendre la suite vide. 

Plaçons nous dans le cas A4 et calculons ip w {v) avec w = s 3 s 2 et v = S2S 3 S2SiS2- Il 
y a 3 façons de "trouver w en dessous de v" : w = Si 2 s i 3 > W. — s i 2 s is i W. — s i 2 s i 3 s is i 
et on trouve donc : 

7p W (v) = e a 2 + ( a 2 +a 3 )+a 3 +{a 1 +a 2 +a 3 ) + (a 1 +a 2 ) ^-(02+03) _ l)(e _a 3 _ 
+ ( e -(«2+a 3 ) _ 1 )( e -("i+«2) _ -g + ( e -(«2+a 3 ) _ l)( e "«3 _ l)( e "(«i+«2) _ ^] 
_ p 2ai+4a 2 +3a3 _|_ e -(ai+2a 2 +2Q 3 ) _ e -(a 2 +a 3 ) _ e -(ai+a 2 +a 3 )^ 
_ g 2ai+4« 2 +3a3 _|_ e ai+2a 2 +a 3 _ g 2ai+3a 2 +2a3 _ £ a 1 +3a 2 +2a 3 

Pour démontrer le théorème, nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 4-4-6- — Soitv — ■ ■ ■ s MN une décomposition non nécessairement réduite 
d'un élément v de W. On pose T = T(/j,i, . . . ,/j,n) et g — g^,...,^ ■ T — » X . Pour 
tout e G £, on a alors : 

Vr G tf T (X) , X (r7,ff*(*r)) = *(A, (e) ^(r))(l). 

Démonstration. — Soit r G if-rf^), on procède par récurrence sur l(e). Le résultat 
est trivial si l(e) = 0. 

Supposons le résultat vérifié pour tout e' de longueur strictement inférieure à p, et 
soit e de longueur p. En utilisant la formule 11, on obtient : 

W(*r))(e') ^ *iUr)(v(e')) 



X (T e ,g (*r)) = ^ 7? nTrfîî = 



£ e iW)(i - iw>(i - ■ 

Soit j le plus grand élément de 7r+(e), et soit è = e—(j). En distinguant les éléments 
e' tels que = et ceux tels que e'j = 1, on obtient : 

xl £ ' 5 1 jj è(i-e Q '< £ '>)n iew+( ga^^ 

d'où : 

"4(r)(t;(e'))-e-^>n^(r)(t;(e')^) 



X (r e , ff *(*r)) = ^ 



^n ie7r+(?) (i-e-^) 



1 - e _,; ( c ') a 3 



*iî.(^ M< r)(t;(e')) 



i.e., d'après la formule initiale : 

X (T r e ,g*(*r))=x(T'ê,g*(*D s r)), 
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et donc par hypothèse de récurrence (ê étant de longueur p — 1) : 

X(r7,5*(*r)) = *(D^i* T (D s ^.r))(l) = *(%)^ ; 4W)(1) = *(D R(e) i* T (r))(l). 

□ 

Démonstration du théorème 4-4-5- — Soit v — s Ml • • • s^ N une décomposition non 
nécessairement réduite d'un élément v de W. On pose Y = r(//i, . . . , /ijv) et 5 = 
<?/4i,... l( uiv ■ Soit w un élément quelconque de T'F. 
D'après le lemme 4.4.6 : 

Vr G # T pO , x (rT,5*(*T)) - *(A, (e) ^(r))(l). 

Or, d'après la caractérisation de la base {ip w } w ^w (proposition 4.4.1) : 

V(u,w) G W 2 ,(D u (tp w ))(l) = S UiW . 

On déduit des deux formules précédentes que pour tout e G S, on a 

(12) x(r~e,g*(*ï> w )) = ôv ie) , m . 

D'après la caractérisation de la base {/t^} £e £, on a donc : 

g*{r)= E 

e££,v(e)=w 

Or, comme en cohomologie, on a le diagramme commutatif suivant : 



K T (T) 



K T {X) 



■F(W;R[T]) 



F{£;R[T])* 

où l'application û est déduite de l'application û : £ W définie par w(e) = v(e). On 
en déduit donc pour tout w G W : 

eGf , v(e) = w 

ce qui nous donne bien le théorème 4.4.5 à l'aide du théorème 4.3.2 et de la formule 
suivante : 

fc 

(13) p-vp = J2fo- 

Cette formule est une conséquence immédiate de la proposition 29 de la section 
VI. 1.10 de [7] qui affirme que pour tout 1 < i < r : 

s i(p) = P~ 

□ 
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4.5. Une autre base de Kt(X) 

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas fini (i.e. W fini <£4> g de dimension 
finie). On note wo le plus grand élément de W. On choisit wq = ■ ■ ■ s MJV une 
décomposition réduite de wo et on pose T = T(m, . . . , un) et g = gm,...,^ N ■ T — > X. 

Comme X est une variété complexe projective lisse, Kq(H,X) s'identifie à 
K°(H,X). De plus, dans [23], Kostant et Kumar montrent que le morphisme canon- 
ique K°(H,X) — > Kt{X) est un isomorphisme. Dans la suite, on identifie donc ces 
trois groupes. 

On sait alors que la décomposition en cellules de Schubert X = W. w£W X w fournit 
une base {[0-^— ]}u>ew de Kq(H,X). Les classes [O^] sont définies par le faisceau 
structural de X w prolongé par sur X \ X w . Pour w G W, on pose j w = *[0— ] G 
K T (X),etr =i* T (T)- 

Le but de cette section est de déterminer les éléments G R[T] définis par : 

-r = E <^ v - 

v£W 

Pour cela, on a besoin du résultat suivant prouvé dans [23] : 
Proposition 4-5.1. — Pour tout w £ W et tout entier 1 < i < r, 



D l {l w ) 



j w si wsi < w, 



Soit w G W et soit Sj une réflexion simple telle que wsi > w. Si on applique 
l'opérateur Di à la décomposition 7™ = a v w r) v ^ on obtient : 

v£W 

vew 

En utilisant les relations vérifiées par les fonctions ip v , on trouve alors : 

E<-^ = E <(r+r si )= E + E <^ v - 

On obtient donc la relation de récurrence suivante sur les coefficients : 

a v w si vsi < v, 
à!^ i si vsi > v. 

De ces relations, on déduit en utilisant les relations 1 et 2 : 



(14) V(w,v)eW 2 , a v w = a^, 

où pour u G W_, on a posé aj — a". Il suffit donc de trouver la décomposition de 7 . 
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Pour cela, on aura besoin des valeurs de 7 1 : 

{ 7 i (i) = ru A+ (i-^ 

y 7 1 (u) =0 si v ^ 1. 

La valeur de 7 1 (1) est calculée à l'aide de la formule d'auto-intersection (voir [9], 
proposition 5.4.10), et les autres valeurs sont nulles par le théorème de localisation. 

Comme on a 7 1 = X^gw a ï'^ t '> s °it v € W et e € £ tel que u(e) = v, d'après la 
formule 12, le coefficient a\ est donné par : 

aï = *x(ÎT,ff*(*7 1 ))- 
En utilisant la formule 11 et les valeurs de *7 1 = *i<r7 1 , on obtient alors : 

v iWi-«-°) 

On a donc la proposition suivante : 

Proposition 4-5.2. — Soit v € W et soit v — ■ ■ ■ Si, une décomposition réduite 
de v. Pour tout sous-ensemble I de {1,...,/} et tout entier 1 < i < l, on pose 

ft(-0 = ( Il s O a * (0i(I)=cti siIn{l,...,i} = <D). Alors 

jei,j<i 

^2^2 n a eA + (i _e Q ) 



fe=l 



nU(l-r«Oi-à}))' 



où /a deuxième somme porte sur l'ensemble des indices 1 < ji < • • • < jk < l 
tels que Si H ■ ■ ■ = 1, esi un élément de R[T] qui ne dépend pas du choix d'une 
décomposition réduite de v. Si on note b v cet élément, alors a\ =b v . 

Remarque 4-5.3. — La proposition précédente est encore valable si on prend une 
décomposition non réduite de v. 

Si on utilise la relation 14, et si pour v <E W_, on pose b 21 — b" , on obtient alors le 
théorème suivant : 

Théorème 4-5.4- — Soit w G W , alors : 

vew 

Soit Qw le Q[T]-module libre qui admet pour base la famille {ô w } we w et qu'on 
munit d'une structure d'anneau définie par : 

(qiS Wl ).(q 2 S W2 ) = qi(w 1 q 2 )S WlW2 , V(çi,g 2 ) e Q[T} 2 , et (w 1 ,w 2 ) £ W 2 , 
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où l'action de W sur Q[T] est déduite de celle de W sur T. Dans [23], B. Kostant et 
S. Kumar introduisent des éléments {yi}i<i< r de Q[T] définis par : 

Vi = l _\- ai (Si-e- ai ô Si ). 

Les yi vérifiant les relations de tresses, on peut définir un élément y w G Qw pour 
tout w G W. On définit alors des éléments {b v ,w}( v .w)ew 2 de Q[T] par : 

y v ~ 1 ^ ^ b vw &w ~ 1 • 

W<=lW 

D'après l'expression combinatoire de b v>w donnée par le lemme 3.5 de [24] : 

b v = b v -i tl [] (1"0- 

qGA + 

De plus, dans [24] S. Kumar montre que quand X v est lisse : 

Vi= II (i-e" 7 )" 1 , 

■yeS(v) 

où pour u G W, «5('u) = {a G _R + , s a < u}. En particulier 6 1 " = 1, et donc d'après le 
théorème 4.5.4 : 

4.6. Lien avec les algèbres de Hecke 

Dans cette section, on va donner une démonstration purement combinatoire du 
théorème 4.4.5. On se limite au cas d'une décomposition réduite de v. 

Cette démonstration est similaire à celle donnée par Sarah Billey dans [5] dans le 
cas de la cohomologie équivariante. Le théorème 4.6.2, dont on va donner une idée de 
la démonstration, est démontré pour le type A dans [26]. Contrairement à ce qu'on a 
fait précédemment, on doit d'abord démontrer que l'expression du théorème 4.4.5 est 
indépendante du choix d'une décomposition de w G W. C'est pour cela qu'on utilise 
les algèbres de Hecke. 

Soit A un anneau commutatif. On définit Ji comme la A-algèbre engendrée par 
{ui}i<i< r soumis aux relations de tresses définissant W et aux relations uf = Ui. 
C'est une algèbre de Hecke (voir [21]). Soit w G W, on peut définir u w G H par 
Uw = u h • • • u ù où w — Sj x • • • Si, est une décomposition réduite quelconque de w. Les 
éléments {u w } W £w forment une base du A-module H. 

Soit Si lt ..., s ik une suite de réflexions simples et soit w = s il ---s ik G W. D'après 
les relations vérifiées par les U{, ■ ■ ■ u; lk = u w . 

Pour tout 1 < i < r, on définit la fonction : 

, A^n 

x i ► 1 ~\~ yx l)Ui. 



48 



On vérifie que ces fonctions hi satisfont les relations suivantes (énoncées sous une 
forme différente dans [14]) : 

Proposition 4-6.1. — Soient 1 < i, j < r des entiers distincts, deux éléments quel- 
conques x et y de A vérifient les équations suivantes : 



hi(x)hj(y) = hj(y)hi(x) si (s l s J ) 2 = l, 

hi(x)hj(xy)hi(y) = h J (y)h i (xy)h : j(x) si (s^-) 3 = 1, 

h l (x)h :j (xy)h l (xy 2 )h : j(y) = h J (y)h l (xy 2 )h :j (xy)h l (x) si {s l s j ) 4 = 1, 
h i (x)h 1 (x 3 y)h i (x' 2 y)h j (x 3 y' 2 )hi(xy)h j (y) 

= h j (y)hi(xy)h j (x 3 y 2 )h i (x 2 y)h j (x 3 y)h i (x) si {siSj) 6 = 1. 

Dans la suite, on prendra pour A l'anneau R[T]. Soit w € W et w = • • • Sj, une 
décomposition réduite de w. On définit un élément de Ji par : 



/v- U h ' N- 

3=1 

A l'aide de la proposition 4.6.1, une démonstration analogue à celle donnée par S. 
Billey dans [5] dans le cas de l'algèbre nil-Coxeter (voir la définition dans [5]) nous 
donne le résultat suivant : 

Théorème 4-6.2. — Soit w G W . L'élément TZ^....^ de TL est indépendant du choix 
d'une décomposition réduite w = ■ ■ ■ s,, de w. Il ne dépend que de w et on le notera 
donc 1Z W . 

Donnons une idée de la démonstration. D'après la définition de 7^,...,», et 
d'après la connexité du graphe des décompositions réduites de w (qui est une 
conséquence immédiate de la propriété d'échange énoncée par exemple dans [7], 
IV. 1.5), on peut se contenter de regarder ce qui se passe pour un élément w corre- 
spondant à une relation de tresses. Prenons par exemple w = SiSjSi — SjSiSj. Alors 
Tli^i = hiie-^hjie-^^^hiie- 01 ') et TZ jti j = h j {e-^)h l ( e - a ^)h j (e- a ^, et 
en utilisant la deuxième relation de la proposition 4.6.1, on obtient le résultat. Les 
autres cas se traitent de la même manière. 

Le terme J2i( w )<m<l(v) XX* 3 ^ 1 — 1) ■ ■ ■ (e~^ jm — 1) du théorème 4.4.5 est le coef- 
ficient de 1Z V sur u w dans la base {u w } w çw de TL et est donc bien indépendant de la 
décomposition réduite de v choisie. 

Notons ip w l'élément de F(W,R[T}) défini par la formule du théorème 4.4.5 (on 
pose ip w (v) = si v n'est pas plus grand que w). Pour démontrer ce théorème, 
il suffit de montrer que les fonctions (ip w ) w çw vérifient les quatre propriétés de la 
proposition 4.4.1. Les propriétés (i) et (iv) sont immédiates. 
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Pour démontrer la propriété (u), rappelons tout d'abord le lemme suivant (voir 
[7], VI. 1.6, corollaire 2) : 

Lemme 4-6.3. — Soit v e W et v = ■ ■ ■ Si k une décomposition réduite de v, alors 
A(v- 1 ) = {fo,l<j <k}. 

D'après ce lemme et la formule 13, on a donc : 

4> w {w)= JJ e f3 \\ (e" /3 -l)= \{ (l-e^)=rH 
ce qui nous donne la propriété (m). 

Montrons maintenant que les (i/) w ) W £w vérifient la propriété (m) de la proposi- 
tion 4.4.1. 

Soit w G W et Si une réflexion simple. 

Supposons tout d'abord wsi > w. Il faut alors montrer que pour tout v € W, on 

a : 

$ w (v)=ij> w (v8i)e- vat . 

On peut supposer vsi > v. 

Si v n'est pas plus grand que w, vsi non plus. En effet, w n'a pas de décomposition 
réduite qui finit par s, car wsi > w. Si vs^ est plus grand que w, toute décomposition 
réduite de v admet donc une sous-décomposition réduite égale à w, ce qui contredit 
le fait que v n'est pas plus grand que w. 

On peut donc supposer w < v < vsi. Comme w n'a aucune décomposition qui finit 
par Si, la somme est la même à gauche et à droite de l'égalité. Il suffit donc de vérifier 
e p-vp _ e p-vsip e -vai ^ ce q U j eg j. une conséquence immédiate de la formule 13. 

Supposons maintenant wsi < w. Il faut montrer que pour tout v G W, on a : 

(15) * W -_y '" -»■(.) 

Supposons tout d'abord vsi > v. On se place dans le cas où w < vsi (sinon le 
résultat est trivial). On choisit une décomposition réduite v — ■ ■ ■ Sj, de w. On 
prend pour vsi la décomposition vsi = ■ ■ ■ Si,s,. On trouve alors (en utilisant la 
formule 13) : 

^ w {vsi)e- va * = + {e~ vai - 1)(#» + î> WSi {v)), 

le premier terme venant des sous-décompositions de v "égales" à w, le deuxième des 
mêmes sous-décompositions de v auxquelles on rajoute Si à la fin et qui redonnent 
donc w (car wsi < w et donc w = w), et le troisième des sous-décompositions de v 
"égales" à wsi. On trouve alors bien la formule 15. 
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Supposons maintenant vsi < v. On peut appliquer ce qui précède à v' = vsi car 
v'si > v' et on trouve : 

De plus, on peut appliquer le cas wsi > w à w' = wsi et on obtient : ip WSi (vsi) — 
e vai ip WSi (v). En substituant ainsi ip WSi (vsi) dans l'expression précédente, on obtient 
la formule 15. 
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CHAPITRE 5 



CALCUL DE SCHUBERT ÉQUIVARIANT 



On reprend les notations de la section 3.4. Le calcul de Schubert équivariant cherche 
à comprendre la structure multiplicative de H^(X) en calculant les polynômes p™ v <G 
<S(f)*) qui vérifient : 

i u i v = E PuJ w - 

W<=lW 

On voit facilement, par récurrence sur l(w) et grâce aux relations £, u {w) = si 
w ^ u, que p™ v = sauf si w > u et w > v. 

Dans le cas où m = s, est une réflexion simple, la formule de Pieri-Chevalley (voir 
[22]) donne les valeurs de pf iV : 

rr = r (v)i v + £ ft (/3 v («, . 

Dans [27], Shawn Robinson généralise cette formule pour le type A dans le cas où 
u = Y\ i<k< j s k (pour i < j) est un produit de réflexions simples successives. 

Dans [22], Kostant et Kumar donnent une formule générale pour ces coefficients 
pZv On note Q(t)*) le corps des fractions de S(t)*) et F(W;Q(t)*)) la Q(ï)*)-algèbre 
des fonctions de W à valeurs dans Q(i)*) munie de l'addition et de la multiplication 
point par point. Pour tout 1 < i < r, on définit un opérateur Ai : F(W;Q(\)*)) — » 
F(W;Q(r)) par: 

VueW,Mf)(u) = f{uSi) - f{u) . 

ua.i 

Les opérateurs Ai vérifiant les relations de tresse, on peut définir un opérateur A w 
pour tout w G W. De plus, on définit l'opérateur s t : F{W;Q(t)*)) -> F{W;Q(t)*)) 
par : 

Vue W,« i (/)(u) = /(u* < ). 



Les fonctions {Ç w }w&w vérifient alors les relations suivantes : 

f AiÇ" = C 5 * si wsi < w, 
\ AiÇ w = si wsi > w. 

Soit w G W et soit w ~ s il ■ ■ ■ s in une décomposition réduite de w. Alors, pour 
tout couple (u,v) G W 2 , les polynômes p™ v sont donnés par la formule suivante : 

(i6) îc= E 4°-4 il o-o4 m °-°4(f)(i)- 

1 < 31 < ■ ■ • < 3 m < « 

tels que S: . ■ ■ ■ Si . — u 
l 31 "Jm 

où m = l(u), et où la notation Ai H signifie qu'on remplace l'opérateur A ih par 
l'opérateur . 

On va donner une formule un peu plus explicite pour calculer ces coefficients. Cette 
formule généralise celle donnée par Haibao Duan pour la cohomologie ordinaire [12]. 
Pour trouver cette formule, il faut mieux comprendre la structure multiplicative de 
la cohomologie équivariante des variétés de Bott-Samelson. 

5.1. Généralités 

Soit A un anneau commutatif unitaire, et soit N > 1 un entier naturel. On considère 
une liste D = {dij}i<i<j<N d'éléments de A. Pour 1 < k < N, on définit le polynôme 
Q k G A[X 1 , . . .,X N ] par : 

Qk = -Xfc - dk^kXk - E di^XkXi, 

Kk 

et on définit alors la A- algèbre Ad par : 

A D =A[X U ...,X N }/ <Q U ...,Q N >, 

où < Qi, . . . , Qn > désigne l'idéal de . . . , Xn] engendré par Qi, . . . ,Qn- On 

note Xi <G Ad l'image de Xi dans Ad et pour e E £ = {0, 1}^, on pose x e = 
rLe7r + (e) Xi- 
Proposition 5.1.1. — La famille {x e } e& £ est une base du A-module Ad qui est donc 
un A-module libre de rang 2 N . 

Démonstration. — On procède par récurrence sur N > 1. Pour N — 1, le résultat est 
immédiat. 

Supposons le résultat vérifié au rang N — 1, et soit D = {di,j}i<i<j<N une liste 
d'éléments de A. Alors, comme pour 1 < k < N — 1, Qk E A[Xi, . . . , Xn-i] ■ 

A D ^ (A[Xi,...,X N -!]/ < Qi,...,Q N -i > )[X N ]/Q N , 
où Q N désigne l'image de Qn dans . . . , X N -{\/< Qi, . . . , Qn-i >) [Xn}. 
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On conclut alors en utilisant le cas N — 1 pour l'anneau A, puis le cas N = 1 pour 
l'anneau A[X\, . . . , X N _i]/ < Qi, • • • , Qn-i >• 

□ 

On va expliciter la structure multiplicative de Ad- On note q\ x £2 les éléments de 
A définis par : 

x^x^ =J2lL^- 
tes 

Plus généralement, pour tout polynôme P € A[xi, . . . , Xn], on note P f les éléments 
de A définis par : 

où on continue à noter P l'élément de Ad défini par P. 

Définition 5.1.2. — Soit e e £. On note {i\ < ■ ■ ■ < ii} les éléments de 7r + (e). On 
définit alors l'application T e : A[x±, X2, ■ ■ • , xn] — > A de la manière suivante : 
(i) T e est A-linéaire, 

(m) si P est un monôme qui n'est pas dans A[x^ , x i2 , . . . , x it ], alors T e (P) = 0, 
(m) si P S A[xi 1 ,Xi 2 , . . . , Xi tl ], alors T C (P) = 0, 

M t^> = 

(w) Si Q E A[xi 17 Xi 2 , . . . , a;* t _i], alors pour s > 1 : 

3<l 

Ces cinq relations définissent complètement (récursivement) les applications T e . 
Exemple 5.1.3. — Prenons N = 2, di, 2 = 1 et e = (1) = (1, 1). Alors : 
TW(xi) = pour tout s, T (1) (^2) = 0, 

si i > 1 et s > 1, P (1) (2a4) = Î , ( 1 >°)(a:î(d2,2 = d^ 1 {d 1}1 + d 2 , 2 ) t - 1 , 

et si * > 2, T(D(4) = T( 1 .°)((rf 2;2 + x^- 1 ) - El=o CÊ-i^m"*- 
Proposition 5.1.4- — Pour tout e € £ et tout polynôme P G A[x±,X2, ■■■ ,Xn] '■ 

P e = T e (P). 

En particulier, pour tout couple (ei,e 2 ) G £ 2 : 

q l u , 2 =T-{x^x^). 

Démonstration. — Il faut vérifier les cinq relations qui définissent les opérateurs T e . 
La première est immédiate. 
Pour tout 1 < k < N, on a la formule suivante : 

(17) x\ = dk,kXk + ^2di, k xix k . 

Kk 
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Les relations (m) et (iii) se déduisent de l'équation 17. 

De plus, on démontre par récurrence sur s > 1, grâce à la formule 17, que pour 
tout 1 < k < N, et tout s > 1 : 



s-1 



i=0 (<fc Kk 

Cette formule nous permet alors de montrer les relations (iv) et (v). 



□ 



5.2. Structure multiplicative de H^(T) 

Soit jLti, . . . , /i 7v une suite de iV racines simples non nécessairement distinctes. On 
pose r = r(/ii, . . . ,/ijv). On peut appliquer les résultats de la section précédente à 
iîj'(r) (plus généralement à H D (Y), où Y est une tour de Bott). 

En effet, si on pose pour 1 < l < k < N, di : k = — ^fc(^), et dk,k — Hk, alors, 
d'après le théorème 3.3.5, -fff(r) s'identifie à l'algèbre Ad, où on prend pour A 
l'anneau S(ty*). De plus, pour tout e £ £, <7<T s'identifie à x e . 

Définition 5.2.1. — Soit e E £. On note {ii < ••• < i{\ les éléments de 7r+(e). 
On définit alors l'application T* „ N : S(t)*)[x\, X2, ■ ■ ■ ,xn] — ► S'(f)*) de la manière 
suivante : 



(<) r f est ^(()*)-linéaire, 

(m) si P est un monôme qui n'est pas dans ^(f)*)^^ , Xi 2 , . 
(m) siPë^*)^,^,...,^], alors T* u _ tfiN (P) =0, 

M t^..,^«) = <- 1 ) 

(w) Si Q € S'(t)*)[a; il , x l2 , . . . , x H _ 1 ], alors pour s > 1 : 



alors 



De plus, on pose T, 



T (i) 



D'après la proposition 5.1.4, la structure multiplicative de H^(T) est donnée par 
le théorème suivant : 



Théorème 5.2.2. — Pour tout couple (ei,^) £ £ 2 ■ 
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5.3. Calcul de Schubert équi variant 

Soit w € W et soit w — s /11 ■ ■ ■ s^ N une décomposition quelconque de w. La propo- 
sition 3.4.4 et le théorème 5.2.2 nous donnent la formule suivante : 

Théorème 5.3.1. — Pour tout couple (u,v) G W 2 : 

( E - £ )( E 

tE£,!(e)=!(«) e' S £, I(e') = l(v) 
et v(e) — u et Tj(e ) — v 

Dans cette formule, on somme a priori sur plus de termes que dans la formule 16, 
mais chaque terme est beaucoup plus facile à calculer. De plus, cette formule exprime 
directement les polynômes p™ v en fonction des racines simples et des nombres de 
C art an. 

Exemple 5.3.2. — On prend le cas A$, u = S5S2, v = S4S5S3S4 et w = S4S5S2S3S4. 
Alors : 

Pu,V "^04, 05,02,013,04 

= T Q4 , Q5iQ2 , Q3iQ4 (xiX^X3X 4 x 5 ) = T^]^-^ a3ai {x lX l) = a 4 + a 5 . 

Exemple 5.3.3. — On considère le cas G2, et on prend u — S2S1S2, v — S1S2S1, et 
w = S1S2S1S2. Alors : 

Pu,V ^01,02,01,02 

[(x 2 x 3 x 4 )(x 1 x 2 x 3 )] 
= T aua2!ai<a2 (xixlxlx4) = T(\^:°\ a2 [xixKai + 3x 2 - 2xi)] 
= «1^^ [*i(«2+*i)] +3^' o 2 °;° ) 1 ,o 2 [M*2+*i) 2 ] -lTi\>°fJ 1>a2 [xl{a2+ Xl )\ 
= a\{a 2 + ai) + 3(a 2 + 2aia 2 + a\) - 2(axa 2 + a\) 
= 2a\ + ha\a.2 + 3a|. 

Exemple 5.3-4- — Pour calculer un produit dans le cas fini, au lieu de calculer 
chaque coefficient p™ v avec la formule 18, on peut aussi utiliser le plongement g* : 
H^(X) — » iJ^(r), où r est la variété de Bott-Samelson associée à une suite de racines 
simples correspondant à une décomposition réduite de wo, le plus grand élément du 
groupe de Weyl. 

On se place par exemple dans le cas A3, et on prend wq = S3S2S1S3S2S3 pour 
décomposition réduite de wq. 



(18) 



Pu.v 



1 Hl,...,HN 
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Alors i/j.(r) est l'algèbre de polynômes S(t)*)[xi, X2, x 3 , X4, x§, xq] quotientée par 
les relations : 

x\ = a 3 xi 

x\ = a 2 x 2 + xix 2 

x\ = axx 3 + X2X3 + xix 3 

x\ = CÏ3X4 + X 2 X4 — 2x1X4 

x\ = a 2 x 5 + X4X5 + X3X5 - 2x2X5 + xix 5 
x\ — a 3 x 6 + x 5 x 6 - 2x 4 x 6 + x 2 x 6 - 2xix 6 
De plus, on a en particulier : 

0*(|«s«"i) = XlX2X3 

g*(Ç S3S2 ) = xix 2 + X1X5 + X4X5 

,g*(ê S3S2SlS2 ) = x lX2 x 3 x 5 

3*(ê S2SlS3S2 ) = XXX2X3X4X5 

Si on veut calculer £ S3S2Sl Ç S3S2 , on utilise g* : 

ff .(|-S- a «l|«3«2) = XlX2X3 ( XlX2 + XlX5 + X 4X5 ) 

= a 3 x 1 (a2X2 + Xix 2 )x 3 + «3X1X2X3X5 + x x X2X3X4X5 
= (a\ + a 2 a 3 )xix 2 x 3 + a 3 xix 2 x 3 x 5 + X1X2X3X4X5, 

et donc : 

£ S 382«l£s3S2 = (q,2 + ^Qjg)^^^ + ^^3828182 + £8382 818382 _ 

Remarque 5.3.5. — En évaluant ces polynômes p™ v en 0, on retrouve la formule 
donnée par Haibao Duan dans [12] pour la cohomologie ordinaire. Cette formule est 
utilisée par Duan et Zhao dans [13] pour proposer un algorithme de calcul de Schubert 
ordinaire. 

Le nombre de termes à calculer dans la formule 18 dépend du choix de la décomposi- 
tion de w, et il arrive que certains termes s'annulent. En effet, un théorème de William 
Graham [18] affirme que les polynômes p™ v sont "positifs" dans le sens où ils sont 
combinaisons linéaires à coefficients positifs de termes de la forme ai = Y[i<i< r a 7' 
pour / G N r . Or, la formule 18 peut comporter des termes "négatifs". 

Donnons un exemple très simple pour illustrer ce problème : on se place dans le cas 
A2, et on veut calculer p™ 2jS1S2 où w = S1S2S1 = S2S1S2 est le plus grand élément de W. 
Si on prend la première décomposition de w, on voit immédiatement que P™ 2 SlS2 = 0. 
En revanche, si on prend la deuxième décomposition, on doit faire le calcul suivant : 

PsTJX = T «2,ai,a2 [Ol + X 3 )x 2 X 3 ] = 1 + T a2 . aua2 (x 2 xl) 
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= 1 + T£'^ a2 [x 2 {a 2 + a* - 2si)] = 1 + 1 - 2 = 0. 

Exemple 5.3.6. — Donnons un dernier exemple de calcul. On considère le cas A e , 
et on prend u = sis^s^sq, v = s 2 S5Sq et w — S1S2S3S4S5S6. Alors : 

(xiX2X 3 X 5 X e ) 

= T£%î£W >attae [x lX2 x 3 xUa 6 + x 5 )] =a 6 + T^/^l^ [a^a^as + x A ) 2 } 
= a 6 + 2a 5 + Ti\^l^f^l a5ae (x 1 x 2 x 3 xl) = ol x + a 2 + a 3 + a 4 + 2a 5 + a 6 . 
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